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CCINP Physique MP 2020 — Enoncé 11

SESSION 2020 @ MP5P

CONCOURS
COMMUN
INP

EPREUVE SPECIFIQUE - FILIERE MP

PHYSIQUE

Mercredi 6 mai: 8 h-12h

N.B. : le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et a la concision de la rédaction.
Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa copie
et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené a prendre.

RAPPEL DES CONSIGNES
o Utiliser uniquement un stylo noir ou bleu foncé non effagable pour la rédaction de votre composition ; d’autres
couleurs, excepté le vert, peuvent étre utilisées, mais exclusivement pour les schémas et la mise en évidence
des résultats.
o Ne pas utiliser de correcteur.
« Ecrire le mot FIN a la fin de votre composition.

Les calculatrices sont autorisées

Le sujet est composé de quatre parties indépendantes et d’une annexe (page 19).

11 est rappelé au candidat qu'il peut utiliser tout résultat fourni dans 1'énoncé pour répondre aux
questions suivantes, méme si ce résultat n'a pu étre établi.
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Formulaire

Développements limités a l'ordre 2 au voisinage de zéro de deux fonctions utiles :
1 2

it xt o (x)

1-x 2

2
(1+x) =l+yx+;/(}/—l)x7+o(x2)

Relations de trigonométrie :

cos(a+b) = cos(a) cos(b) —sin(a) sin(b)
cos(a) —cos(b) = —2sin ("2;17) sin [ a ; b j

cos’(a) = %(1 +cos(2a))

cos(a)cos(b) = %(cos (a—b)+cos(a+ b))

Lumiére et changements de référentiels :
de I'éther luminifére a la relativité restreinte

Apres le succes des théories ondulatoires de Young et de Fresnel, il restait aux physiciens a
expliquer la propagation de la lumiére. En 1873, Maxwell publie la forme définitive de ses
équations de l'électromagnétisme. A l'instar d'une onde mécanique, la lumiére est concue comme la
vibration d'un "milieu support” présent partout dans l'univers : l'éther luminifere. Puis en 1905,
Einstein fonde la théorie de la relativité restreinte sur le principe de relativité (qui énonce que
toutes les lois physiques sont invariantes par changement de référentiel galiléen (ou inertiel)) et sur
le postulat de l'invariance de la vitesse de la lumiére dans le vide : le caractéere absolu du temps est
remis en question, la transformation de Galilée est remplacée par celle de Lorentz, l'éther
luminifére peut enfin étre abandonné. La question de son existence restera cependant une des
grandes quétes de la Physique jusque dans les années 1930.

Les parties I et III de ce probléme abordent deux expériences a propos de I'éther restées célebres
dans I'histoire des sciences.

La partie II traite des lois de transformation du champ électromagnétique lors d'un changement de
référentiel.

Enfin, la partie IV traite du gyrométre optique : une application moderne d'un effet relativiste
découvert par Sagnac en 1913 qui affecte la lumiére dans un référentiel tournant. L'étude se termine
par une modélisation informatique d'un moyen de détection du déphasage produit.

Point de vue général

On souhaite reprendre les raisonnements historiques a propos de 1'éther tenus par les physiciens
pré-relativistes.

On introduit pour cela le référentiel de 1'observateur noté (Robs) et on considere I'éther comme un
fluide en mouvement a la vitesse w dans (Robs), ce qui définit le référentiel de 1'éther (Rem). La
lumiere, qui est une oscillation de 1'éther, se propage dans celui-ci de maniére isotrope : quelle que
soit sa direction, le vecteur vitesse de propagation de la lumiere dans (Rewm), noté ¢ , a pour norme

€=299 792 458 m-s™' (valeur qui sera arrondie & 3,0-10°m-s™' pour les applications numériques).
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Consigne : en nous placant a I'époque des physiciens pré-relativistes, nous utiliserons la
transformation galiléenne des vitesses et ferons comme si nous ne savions pas que ¢ est une
constante universelle de la Physique.

Partie I - L'expérience "MM" : Michelson et Morley (1887)

Le schéma de principe du dispositif que Michelson et Morley utiliserent en 1887 est représenté en
figure 1. Il s'agit d'un interférométre de Michelson réglé au contact optique avec L la longueur
commune des bras de l'interférometre : L = OH; = OHa. L'ensemble Séparatrice-Compensatrice est
modélisé comme une lame semi-réfléchissante d'épaisseur nulle, placée a 45° du faisceau incident
et n'introduisant aucun déphasage supplémentaire sur les trajets lumineux. Les deux faisceaux
lumineux obtenus aprés division d'amplitude suivent des trajets selon les axes Ox et Oy
perpendiculaires. On observe les franges d'interférences a l'aide d'un oculaire micrométrique placé a
la sortie de l'appareil.

A Tentrée de linterféromeétre, un filtre interférentiel isole la raie Ho du rayonnement solaire. On
note v la fréquence de la lumiére monochromatique ainsi obtenue.

Le référentiel d'observation (Robs) est ici le référentiel terrestre dans lequel les miroirs M1 et Ma
sont immobiles. L'air est assimilé au vide et nous considérerons qu'il n'a aucune influence sur la
propagation. En revanche, 1'ensemble du dispositif baigne dans 1'éther en mouvement a la vitesse
w=weé, uniforme avec w > 0 (mouvement appelé "vent d'éther").

Configuration ¢ : I'interférometre est positionné de telle sorte que le trajet lumineux sur le bras n° 1
soit colinéaire au vent d'éther. Le bras n° 2 est perpendiculaire a cette direction.

Configuration £ : on fait subir a I'ensemble & = {Source, interférométre, observateur} une rotation
de 90° autour de 1'axe Oz dans le sens horaire, de telle sorte que ce soit le bras n°® 2 qui devienne
colinéaire au vent d'éther.

A
"vent d'éther” LLALLL Miroir My
H>
—_— R2
w -
Va2 =
Vv ke
7; y SRobs)
Az
. A . —
Source de lumiére filtre / A V1
3 a
0
| I —l (o ) >—<¢ >
| z Hi X
— . V% +— R
W Lame semi- Vi1 Miroir M;
réfléchissante N
- .
w observation

Figure 1 - Schéma de l'interférometre de Michelson dans la configuration o
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Ce corrigé est proposé par Virgile Andreani (ENS Ulm) ; il a été relu par Jacques
Ding (Ecole Polytechnique) et Julien Dumont (professeur en CPGE).

Ce sujet est intéressant a plus d’un titre: en plus de couvrir une grande part du
programme, il aborde pédagogiquement plusieurs pages de I’histoire des sciences du
début du XX°€ siecle liées a des découvertes autour de 1’électromagnétisme et de la
relativité restreinte.

e La premiere partie présente ’expérience de Michelson et Morley, ainsi que la
théorie de I’éther. Alors que la théorie du « Michelson » est bien connue en
prépa, sa raison d’étre initiale ’est moins. Refaire les calculs avec 'hypothese
de I’éther, que 'on sait maintenant étre fausse, est une expérience inhabituelle
qui donne un avant-golit du métier de chercheur.

e La deuxiéme partie montre que la transformation galiléenne n’est pas adaptée
aux équations de Maxwell, qui requiérent la transformation dite de Lorentz.
Aucune connaissance préalable sur la théorie de la relativité n’est requise.

e La troisitme partie propose un calcul classique de Peffet Sagnac, qui décrit la
désynchronisation de deux signaux lumineux voyageant dans des sens contraires
autour d’un dispositif en rotation sur lui-méme. Hormis deux questions de mé-
canique, elle porte, comme la premiere partie, sur ’optique ondulatoire.

e La derniere partie décrit une application de l'effet Sagnac a la construction d’un
capteur de rotation. Cette partie méle optique et électronique et se termine par
cinq questions de programmation sans grand intérét.

Le sujet, principalement dédié a ’optique ondulatoire, aborde néanmoins d’autres
themes du programme, comme 1’électromagnétisme et le traitement du signal. 11 est
trés agréable a suivre, jusqu’a la moitié de la derniére partie. Il ne présente pas de
difficulté particuliere et est d’un intérét certain, tant pour la révision des chapitres
d’optique que pour comprendre certains des éléments qui ont mené a la découverte
de la théorie de la relativité restreinte.
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36
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INDICATIONS

Partie I

Attention, le DL donné par le sujet pour 1/(1 — z) est faux. Le développement
limité correct est bien stir

=1+ax+ 2%+ o(2?)

1—=
Montrer que la valeur w correspond a la vitesse de la Terre dans le référentiel
héliocentrique.

Partie I1

%
Partir de 'expression de F dans le référentiel (R) et utiliser les lois de transfor-
%
mations pour arriver a l'expression de F dans (R').
Considérer une surface de Gauss cylindrique centrée sur 'axe du fil.

Dans le référentiel (R), pendant une durée T, un observateur voit passer une
charge Af V. T. En déduire l'intensité observée. Pour déterminer le champ ma-
gnétique, utiliser un contour d’Ampere circulaire centré sur I’axe du fil.

Considérer une section de fil de longueur L’ et de charge Q dans le référentiel
propre du fil; (R’). Calculer la longueur L qu’il devrait avoir dans (R) pour avoir
la méme charge Q. Comparer enfin L et L’ en observant que v > 1.

Partie III
Montrer que f(Y, ) =Y sin(yp).
Partie IV

Observer que la sensibilité s’annule quand Q = 0.

Faire une identification pour chaque instant t.

Raisonner sur la sensibilité de 77 a 2 comme a la question 26.

Justifier qu’on peut utiliser 'approximation f(pp+1, nt1) = f(Pnt1, Un + 7 h).

La forme de p(t) est uniquement déterminée par la valeur de ®.g. Par ailleurs,
plus la valeur de 7 est faible, plus amplitude des oscillations de u est grande.
Enfin, remarquer que J; s’annule pour 3,8 rad.

Utiliser 'expression de u donnée a la question 33.
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I. L’EXPERIENCE MM : MICHELSON ET MORLEY (1887)

Dans un contexte de composition galiléenne des vitesses, on doit ajouter la vitesse
de I'éther W par rapport au référentiel Rops, & la vitesse de la lumiére par rapport
a ’éther c.;, pour obtenir la vitesse de la lumiere par rapport au référentiel v.;.
Les relations sont illustrées sur le schéma suivant.

Y
« Vent d’éther »
— H Miroir My
w 2
i Ro
3 a2 a2 T2 2
A, o Cal w o
Source de .. —
" Filtre Val
lumiere . Ajo—
H O/ H,
— o > < x
H z
- —— Ry
w  Url

— . ..
W Lame semi- o Miroir M;
— P rl
réfléchissante
H
w
- .
Observation
On en déduit les normes correspondantes :
’val =cH+w, Vii=cC—W, Vp=+VcZ—w? et v =+1c?— w?

Attention, le développement limité donné par le sujet pour 1/(1—z) est faux...
Dans le corrigé, on utilise la version correcte 1/(1 —x) = 1 + x + 22 + o(2?).

Les rayons sont confondus avant la lame séparatrice, ainsi qu’apres celle-ci. De fait,
toute différence de temps de parcours entre les rayons ne peut venir que des allers-
retours dans les deux bras, chacun de longueur L dans la configuration o comme
I'indique le sujet. Ainsi,

(@) = 12(a) = 7i(a)

Il
N
[

£ e
_|_
S

3 =
N———
|

VRS
ge
+
= | =
N———

Avec la question 1, (o) =
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Commengons par le développement limité au deuxiéme ordre en w/c:

2L L L

(@) =

ol ol ol

T(a) = — L (E)Q

On peut deés a présent dire quelques mots de cette expression. L’interféro-
metre de Michelson a été imaginé pour détecter le vent d’éther W Pour cela,
il compare la vitesse de la lumiere dans deux directions orthogonales, dans
lesquelles I’éther affecte la lumiere différemment. On voit tout de suite que
la différence temporelle entre les deux bras est proportionnelle au carré du
rapport w/c. D’un cété, w est ce que 'on veut mesurer, donc c’est une bonne
nouvelle. D’un autre c6té, w étant treés petit par rapport a ¢, le carré rend
le signal & mesurer 7 tres faible. Une grande précision de mesure est donc
requise pour mesurer de faibles valeurs de w. Heureusement, en allongeant
les bras et donc la distance L, on peut rendre le déphasage plus important et
la mesure un peu plus facile.

Un ordre d’interférence de 1 correspond a une différence de durée de parcours
égale a une période de la lumiere utilisée, d’ot

Dans la configuration 3, le bras 1 s’oriente selon I'axe y et le bras 2 s’oriente selon
l’axe z. Les roles des bras sont donc intervertis et le déphasage est le méme, mais de
signe opposé. Par conséquent,

Avec les expressions de p(a) et p(f) trouvées aux deux questions précédentes,
la variation totale d’ordre d’interférence lors du passage d’une configuration a ’autre
s’écrit bien comme 1’énoncé l'indique

= (7) - (—vﬁ (ff) o ()’

En passant d’une configuration a I’autre, on change 1’ordre d’interférence d’une
valeur Ap; Uinterfrange ¢ n’est pas modifiée. On s’attend donc a voir Ap franges
défiler pendant la rotation de 'interférometre. Tout se passe donc comme si la figure
d’interférence s’était déplacée de i Ap.
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Ce corrigé est proposé par Tom Morel (professeur en CPGE); il a été relu par
Thomas Dupic (ENS Ulm), Emilie Frémont (professeur en CPGE) et Alexandre
Herault (professeur en CPGE).

Ce sujet, composé de sept parties indépendantes, traite de la physique des maté-
riaux et notamment des frottements entre solides.

La partie I, trés courte, rappelle quelques notions liées aux lois de Coulomb.

Les parties II et IIT abordent la mesure des coefficients de frottement. Tout
d’abord, une étude dynamique est réalisée pour déterminer un coefficient de
frottement dynamique. Ensuite, grace a une étude de I’équilibre mécanique du
systeme, on remonte au coefficient de frottement statique. Cette partie fait
exclusivement appel a des notions de mécanique.

Le phénomene de « slip-stick » est étudié dans cette quatrieme partie. On s’in-
téresse aux différentes phases d’adhérence et de glissement d’un solide sur son
support afin de déterminer la fréquence du mouvement a partir d’'un modele
simplifié. Les outils de mécanique suffisent a traiter ces questions.

La partie V concerne la fonte de la glace lorsqu’un solide se déplace sur cette
surface en présence de frottements. On commence par rappeler quelques pro-
priétés physico-chimiques de ’eau, puis une étude thermodynamique du retard
a la solidification est menée.

L’étude thermochimique de la formation du béton est faite dans la partie VI.
On détermine I’énergie nécessaire pour en fabriquer une tonne.

Enfin, la partie VII concerne ’étude d’une route chauffante. Apres le calcul
de la résistance thermique de la structure, une étude thermodynamique per-
met notamment de remonter au débit massique dans ce systeme. Cette partie
sollicite essentiellement des notions de thermodynamique de seconde année.

Ce sujet est particulierement long. Il fait alterner des questions trés proches du
cours et certaines plus difficiles. Dans la forme, certaines questions sont mal posées
et pouvaient déstabiliser les candidats. Néanmoins, cette épreuve constitue un bon
entralnement en mécanique des la premiére année.
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8.a
8.b

13.a

14.b

15.a

15.b
17

22.c

24
25
26.b

27.a

27.b

29.b
29.c

38.a

40.a

40.b

INDICATIONS

Partie 11

Le fil est tendu: la norme de la tension du fil sur le mobile 1 est identique &
celle de la tension du fil sur le mobile 2.

Les conditions initiales deviennent X(¢;) = Xo 4+ Hp et X(t1) = V.
La distance parcourue entre t = 0 et to vérifie X(t2) = Xo + D.

Le travail total de la tension du fil qui s’applique a la fois sur le mobile 1 et
sur le mobile 2 s’annule. Seuls le poids du mobile 2 et la force de frottement
tangentielle sur le mobile 1 contribuent a faire varier 1’énergie cinétique.

Partie IV
Le solide se met a glisser lorsque T = f3N. La force de frottement tangentielle

est opposée a la tension du ressort.

Lors de la phase de glissement, la force de frottement tangentielle est nulle car
fe = 0. L’énergie mécanique est donc conservée.

On peut introduire une nouvelle origine des temps ¢ = t — ¢, afin de simplifier
les calculs.

La phase de glissement s’arréte lorsque la vitesse de glissement s’annule.

Décomposer la période T en trois durées qui correspondent a chaque phase
du mouvement. Par ailleurs, il y a une coquille dans le sujet : la constante de
raideur vaut 4 N.m~'.

Partie V

Déterminer ’expression du moment dipolaire de la liaison OH en fonction du
moment dipolaire de I’eau. Puis utiliser la relation p = de doy.
Le contact entre les atomes se fait sur la demi-diagonale du site tétraédrique.
La sublimation consiste a rompre deux liaisons hydrogene par molécule d’eau.
Décomposer la transformation en 3 étapes distinctes. L’enthalpie massique de
solidification vérifie

AHS g = —AHR gion = —L
La surfusion est un phénomeéne rapide: les échanges thermiques n’ont pas le
temps de se faire.
Une masse xm d’eau liquide s’est transformée en solide: ’énergie mise en jeu
s’écrit AHgy) = —am L.
Le sol est un thermostat parfait : il n’est pas le siege d’irréversibilité.
Le systéme {eau + sol} est isolé : il n’y a pas d’entropie échangée avec 'extérieur.

Partie VI
Les deux transformations forment du dioxyde de carbone.
Partie VII

La tranche de longueur dz a une conductance thermique G, dz. Le transfert
thermique regu s’écrit

5Q = Gy dz [fexe — 0(2)] dt

Utiliser la méthode de séparation des variables.
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SUPPORTS : ADHERENCE OU PAS ?
I. Lois DE COULOMB RELATIVES AU GLISSEMENT

Notons 13 (C) (respectivement v3(C)) la vitesse du solide 1 (respectivement
du solide 2) au niveau du point de contact C entre ces deux solides. La vitesse de
glissement du solide 1 par rapport au solide 2 s’écrit

Vs = 91(C) - B3(C)

Ces vitesses sont calculées dans le méme référentiel.

La vitesse de glissement est une vitesse relative: il n’est pas nécessaire de
préciser le référentiel.

D’apres les lois de Coulomb rappelées dans I’énoncé, le passage de 'adhérence au

- —
glissement se produit lorsque la norme de la force T atteint celle de fs N, c’est-a-dire

- —
[T = fsIN]|

Le passage du glissement a I'adhérence se produit des que

— —
vg = 0

II. MESURE DU COEFFICIENT DE FROTTEMENT DYNAMIQUE

Le mouvement se décompose en deux phases:

e Premiere phase: le solide 1 glisse sur le support S, entrainé par le mouvement
de chute verticale du solide 2. Le fil est tendu tant que le solide 2 ne touche
pas le support S’.

e Seconde phase: le solide est immobile sur la surface S’. Le solide 1 glisse alors
jusqu’a s’arréter sous l'effet des frottements solides du support ; le fil n’est
plus tendu.

Durant la premiere phase, le fil est tendu. De plus, d’apres 1’énoncé, la norme de la
tension du fil est la méme sur toute la longueur de celui-ci, notamment au niveau des
solides 1 et 2. D’apres le schéma ci-apres, le principe fondamental de la dynamique
appliqué aux deux solides dans le référentiel terrestre supposé galiléen s’écrit

do;, = - o
Md—t1 =Fan+T+N+Mg
dvs =
Oél\/li2 = Fﬁ]/2 "‘FO[M?

dt
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%
N -
. Fain T
T [ )
| | i
= —
Mg F a1z
aMy¢
Or, | F g1l = || Fgiyzll = F. La projection de ces deux équations sur les axes (Ox)
et (0z) donne
MX=F-T
0 =—-N+ Mg

aMZ = —F + aMg

@ La deuxiéme équation du systéme précédent impose N = Mg. Le solide 1 glisse
sur le support S. On peut alors appliquer la loi de Coulomb dynamique

T:ng:ngg

— —
Avec T = —Te,, T =—f,Mge,

Lors de la premiere phase, le fil est tendu. Comme ce dernier est supposé inex-
tensible, le déplacement est identique a chaque extrémité. L’accélération du solide 2
correspond ainsi a celle du solide 1:

X=17

Additionnons la premiere et la troisieme équation du systéme obtenu a la
question 5:

MX +aMZ=~T +aMg = (—fg +a) Mg

Avee X = 7, % = et ol
1+«
Intégrons cette relation avec la condition initiale X(0) = 0:
: (—fg+a)g
X(t) = —F———"1t
®) 1+a

Avec X(0) = Xy, I’équation précédente devient

(—f g T a)g
X(t) = 22— t*+X
® 21ta) | 100
On suppose que la dimension du solide 2 selon (Oz) est négligeable devant Hy afin de
considérer que le solide 2 touche le sol apres avoir parcouru la hauteur Hg. Notons ¢
la durée de cette phase: t; vérifie X(t1) — Xg = Hy. Par conséquent,

2(1 + a) HQ

h= (*fg JFO‘)Q
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Ce corrigé est proposé par Emilie Frémont (professeur en CPGE); il a été relu
par Tom Morel (professeur en CPGE), Alexandre Herault (professeur en CPGE) et
Stéphane Ravier (professeur en CPGE).

Ce sujet est consacré a ’énergie électrique d’origine nucléaire. Son architecture
en trois parties indépendantes permet d’explorer plusieurs facettes de la production
d’énergie nucléaire et de mettre en évidence quelques difficultés afférentes & sa mise
en ceuvre.

e Dans la partie I, le questionnement se focalise sur I'uranium, d’abord sous forme
naturelle, puis sous forme de combustible nucléaire. Cette partie fait appel a des
notions relativement simples du programme mais permet néanmoins de tester
les capacités d’analyse des candidats par l'intermédiaire de plusieurs questions
non guidées.

e Dans la partie II, on s’interroge sur les raisons pour lesquelles le combustible
nucléaire est conditionné sous forme de pastilles cylindriques, puis on modélise
les variations de température au sein de ces pastilles dans une situation de
production d’énergie en régime nominal. L’objectif implicite est de valider a
posteriori le dimensionnement du circuit de refroidissement d’un réacteur a
eau pressurisée.

e Enfin, dans la partie III, on s’intéresse aux transformations thermodynamiques
que l'on fait subir a ’eau du circuit secondaire d’une centrale nucléaire pour en
extraire une puissance utile. Cette partie, sans doute la plus difficile du sujet,
requiert ’écriture du premier principe pour un fluide en écoulement au travers
d’éléments divers de I'installation, ainsi que I’exploitation d’un diagramme ther-
modynamique (T, s). Bien que non explicitement inscrite au programme officiel
de la filiere MP, la lecture et ’exploitation d’un tel diagramme ne présentent
pas de difficultés majeures des lors que la manipulation des diagrammes (P, i)
est maitrisée.

De difficulté modérée, ce sujet propose une couverture du programme relative-
ment restreinte et la manipulation des données numériques utiles se révéle fastidieuse
lorsqu’on traite le sujet dans son intégralité. Il peut néanmoins s’avérer intéressant et
formateur pour les étudiants désireux de réviser les notions en lien avec les machines
thermiques, qui pourront alors concentrer leurs efforts sur la partie III.

De facon plus générale, les questions non guidées proposées dans ce sujet sont
abordables et intéressantes; il parait donc pertinent d’y consacrer un temps de ré-
flexion raisonnable en vue de la préparation des épreuves du concours Centrale.
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INDICATIONS

Partie I

3 Résoudre I'équation différentielle établie dans la question précédente.

6 L’age de la Terre est d’environ 4,5 milliards d’années (ce qui correspond approxi-

10
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23

25

26

30

33

34

35

mativement a la période radioactive de 'uranium 238).

Les dimensions de la parcelle considérée sont sans intérét ici. En revanche, on
peut grandement simplifier le raisonnement en ne considérant que la contribution
de l'isotope 238 a la puissance dégagée.

Exploiter la masse volumique du dioxyde d’uranium dont la valeur est fournie
dans le document-réponse.

Une consommation énergétique de 1 kWh correspond a 3,6 MJ; le rendement
d’une centrale électrique est de I'ordre de 30 %.

Partie I1

A Daide de considérations de symétrie, justifier que la densité de courant ther-
mique 7 doit s’annuler au niveau de I'axe Oz.

Expliciter le paramétre K en fonction de la densité de courant thermique j (R)
en périphérie du crayon.

On pourra par exemple réaliser un bilan de puissance sur le crayon étudié en
régime stationnaire.

Les échanges conducto-convectifs a 'interface entre un solide et un fluide peuvent
étre modélisés par la loi de Newton. Dans le cas ot le fluide est de ’eau en convec-
tion forcée, 'ordre de grandeur du coefficient d’échange conducto-convectif h est
de 10> W-m~2. K1,

Partie II1

Appliquer le premier principe de la thermodynamique, entre deux instants infini-
ment proches, a un systéme fermé judicieusement choisi.

Selon que l'on se réfere a la figure 7 de ’énoncé ou aux valeurs données dans le
document-réponse, la température au point F n’est pas la méme. Dans ce corrigé,
on choisit la valeur Ty = 250 °C.

Pour placer les différents points sur le diagramme, commencer par repérer la
courbe de saturation; le domaine correspondant au liquide seul se trouve a sa
gauche (les courbes isobares s’y superposent toutes) tandis que le domaine cor-
respondant a la vapeur seche se trouve a droite.

L’énoncé définit explicitement le titre de vapeur comme le rapport entre le débit
massique de vapeur d’eau et le débit massique total (liquide et vapeur).

Exploiter (en justifiant) la position relative des points A et B, ainsi que celle des
points F et G, dans le diagramme (T, s).

L’eau du circuit tertiaire se comporte comme une phase condensée incompressible
et indilatable; sa capacité thermique massique est cjjq = 4,2 kJ - K= - kg™

Ne pas oublier de prendre en compte la puissance mécanique absorbée par le
compresseur dans la définition du rendement.
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L’ENERGIE ELECTRIQUE D’ORIGINE NUCLEAIRE

I. L’URANIUM, SOURCE D’ENERGIE

La constante radioactive A correspond a une probabilité par unité de temps et
est donc homogene a l'inverse d’un temps

A =T""

Notons 0N, le nombre de noyaux qui se désintégrent entre les instants ¢ et ¢ + dt.
La désintégration « étant ici le seul phénomene physique engendrant une variation
du nombre de noyaux, 1’évolution de population satisfait le bilan

N (t+dt) = N(t) — dN,
avec 0N, = AN (¢) dt d’apres la définition de la constante radioactive. Au premier
ordre en dt, on obtient alors ’équation

dN

dt
dN

dit

(t) dt = — AN (t) dt

d’olt

)+ AN () =0

La solution de I’équation établie a la question précédente s’écrit
N () =N(0)e >

En traduisant la définition de la période radioactive, on obtient

N (T1/2) =N(0)e ATz = M

2
N In2
d’ou T1/2 = T
Etant donné le nombre important de données numériques figurant dans le

document-réponse qui accompagne 1’énoncé, il importe de mentionner ex-
plicitement dans la copie les valeurs retenues pour effectuer les applications
numériques.

La période radioactive de I'uranium 238 est de 4,468 - 10° ans. En considérant
qu’une année compte 365,25 jours, le calcul qui permet d’évaluer la constante radio-
active de cet isotope est

o In2 _ In2
287 Ty (B8U) 4,468 109 x 365,25 x 24 x 3600
On trouve ainsi ’ Aogg = 4,916 - 10718 g1 ‘

En transposant le calcul ci-dessus au cas de 'uranium 235, dont la période est
cette fois de 703,8 - 10% ans, on aboutit &

’)\235 =3,121-10"17 7! ‘
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Il apparait ainsi que la constante radioactive de I'uranium 235 est environ dix
fois plus grande que celle de I'uranium 238. On constate également que la valeur
de la constante radioactive de I'uranium 238 est environ égale a trois fois celle du
thorium 232, ce qui permet de vérifier a posteriori 'affirmation du document selon
laquelle le thorium 232 est « trois fois moins radioactif » que 'uranium 238.

Les calculs numériques de la question précédente permettent de constater que
A235 > Aass. Cela signifie que la population d’uranium 235 décroit plus vite que
celle de l'isotope 238. Par conséquent, la proportion d’uranium 235 dans les
minerais diminue au cours du temps.

@ Définissons l'origine des temps ¢t = 0 au moment ou vous lisez ce corrigé et
cherchons la proportion d’uranium 235 dans les minerais & une date ¢t quelconque
en supposant que tous les parametres du probléme sont restés inchangés depuis la
formation de la Terre (laquelle correspond & la date t; ~ —4,5 - 10° ans).

En notant respectivement Nogs et Nogg le nombre de noyaux d’uranium 235 et
d’uranium 238 dans le minerai considéré, la proportion d’uranium 235, notée 7 (t)
par la suite, est définie par
_ N235 (t) _ 1

Nass (t) + Nass () 1 Nass (1)
+ _ 7
Nass (1)
L’injection de la loi de décroissance radioactive obtenue a la question 3 dans cette
définition conduit alors a I’expression

T(t) =

7 (1)

1
Nass (0)
Na35 (0)
On sait en outre que la proportion naturelle d’uranium 235 est a ce jour de 0,72 %,
ce qui montre que Naz5 (0) < Nasg (0) et permet d’obtenir les expressions simplifiées

_ Nass (0)

1+ e (A23s—A23s)t

7(0) ~ =222 —(,72-10"2
0) Nasg (0)
| ™ (0)
puis T(t) ~ 7 (0) + e (A2a5—Xa3s)t

On peut des lors chercher l'instant ¢,,x en deca duquel la proportion d’ura-
nium 235 dans le minerai est supérieure & Tin = 3 %. On obtient

1 I |:T (0)(1- Tmin>:|
A235 — A23g
0,72-1072 1-3-1072
AN:  tpax = 1 In |~ X ( )
31211017 — 4,916 - 1018 3102

tmax =
Tmin

~ —5,6-10' s
tmax >~ —1,8 - 109 ans

La comparaison des dates t; et tax permet de conclure.

Apres la formation de la Terre, il y a eu une phase pendant laquelle les minerais
naturels étaient suffisamment riches en uranium 235 pour faire fonctionner un
réacteur nucléaire ; cette phase a duré tp.. —t; ~ 2,7 - 10° ans.
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Ce corrigé est proposé par Alexandre Herault (professeur en CPGE) et Steve
Arnefaux (professeur en CPGE); il a été relu par Augustin Long (professeur en
CPGE), Vincent Freulon (professeur en CPGE) et Tom Morel (professeur en CPGE).

Le sujet s’intéresse a I’étoile la plus proche du Soleil : Proxima du Centaure. Il est
composé de 4 parties totalement indépendantes.

e La premiere partie traite de la chimie de 1'ozone. On écrit des structures de
Lewis pour le dioxygene et pour ’ozone, puis on s’intéresse a la thermodyna-
mique de ’équilibre entre ces espéces, pour finir par une étude rapide de la
cinétique de la production d’ozone.

e La deuxieme partie est dédiée a I'optique. Elle commence avec la découverte de
I’étoile par son observation avec un instrument d’optique. La deuxiéme sous-
partie est tres courte et permet de remonter a la distance entre le Soleil et
I’étoile en introduisant la parallaxe. La derniére sous-partie est consacrée a la
mesure du rayon de ’étoile grace a un interférometre de trous d’Young.

e La troisiéme partie s’intéresse a 1’élaboration d’un vaisseau a voile solaire
propulsé gréace a la réflexion du rayonnement électromagnétique. Elle permet de
tester ses connaissances sur la propagation des ondes électromagnétiques dans
le vide et dans les métaux.

e La derniere partie, consacrée a la mécanique, présente une des techniques de
détection des exoplanetes en introduisant le probleme a deux corps. Elle permet
également de comprendre la mesure de la masse minimale d’une exoplanete par
effet Doppler.

Le théme de ce probleme est intéressant et invite les étudiants a la réflexion concer-
nant P’espace et les étoiles. De longueur raisonnable, avec de nombreuses notions de
17¢ et 2° année, le sujet est largement abordable et permet de tester rapidement
ses connaissances en chimie, optique, électromagnétisme et mécanique. Le probleme
comporte également deux questions ouvertes qui peuvent servir d’entrainement.
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INDICATIONS

Partie I

Les atomes d’oxygene terminaux sont en réalité équivalents et portent tous deux
une moitié de la charge négative.

7 Relier la constante d’équilibre a A, G°.

8 La pression atmosphérique au sol est voisine de 1 bar. L’air contient 20 % de Os.

9 On peut considérer les effets de T, de P et de zo, sur I’équilibre.
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Lorsque 'on s’enfonce dans ’atmospheére la couche absorbe le rayonnement UV.

Utiliser la relation de la question 11 pour écrire la vitesse de formation de Os.
Partie I1

Penser a calculer 0105 pour savoir ou placer 'objet A1B;.

Utiliser le résultat de la question 15 pour déterminer la taille de I'image A’B’ sur
le capteur.

Faire I'hypotheése que la puissance surfacique .# émise par les deux astres est
identique. En déduire la puissance surfacique recue sur Terre par ’étoile et déter-
miner le nombre de photons entrant dans I'appareil optique.

1
La premiére condition de brouillage s’écrit |Ap| = m + 50 m e N.

De nouveau, penser aux conditions de brouillage dans le cas de deux sources
ponctuelles et dans le cas d’une source large.

Partie II1

Comparer les ordres de grandeur des deux termes de droite de I’équation (III.1)
de I’énoncé.

_)
On peut considérer que le champ E; a totalement disparu a partir de z = 104.
La quantité de mouvement du systéme {voile + photon} se conserve et d’apres le
principe fondamental de la dynamique appliqué a la paroi:
%
F) _ A D paroi
At

Pour simplifier, les chocs sont considérés comme élastiques.
Partie IV

Evaluer la relation du centre de masse pour un point P.

Appliquer le principe fondamental de la dynamique & P et utiliser la relation
démontrée a la question précédente.

Montrer que le point F décrit un mouvement circulaire uniforme. Relier ensuite
_> %
le vecteur GE au vecteur 7°.

Considérer Mp < Mg puis vérifier I'hypothese.
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PROXIMA DU CENTAURE
I. OZONE ET ATMOSPHERE

Les rayonnements ultraviolets ont des longueurs d’onde plus petites que les rayon-
nements visibles qui se situent entre 400 et 800 nm environ. La figure 2 présente des

longueurs d’onde entre 200 et 350 nm, ce qui correspond bien a 1'ultraviolet.
L’énergie des rayonnements ultraviolets est suffisante pour arracher des électrons
aux atomes, les transformant ainsi en ions: on parle de rayonnement ionisant.
L’ordre de grandeur de ’énergie mise en jeu est
he 6,626 - 1073* x 3,00 - 108

E = — =
A 300- 109

On retrouve bien I'ordre de grandeur des énergies d’ionisation : quelques électronvolts.

~6,6-10710 Ja4 eV

Comme E = hc/), Iénergie augmente lorsque la longueur d’onde diminue.
Les rayons ultraviolets sont donc plus énergétiques que la lumiere visible.
Les rayons X puis gamma, le sont encore plus.

On constate sur la figure 2 que la couche d’ozone absorbe les rayons ultra-
violets lorsque la longueur d’onde diminue (c’est-a-dire lorsque 1’énergie augmente).
L’absorption moyenne des UVa est de 50 %, celle des UVb, plus énergétiques, de
90 % et les UVe, encore plus énergétiques, sont totalement absorbés. Plus I’énergie
est grande, plus le rayonnement est ionisant, ce qui est nocif pour la santé. La couche
d’ozone permet la vie terrestre car elle absorbe les rayonnements UV les plus
énergétiques.

D’apres les regles de Klechkowski, Hund et Pauli, la configuration électronique
de l'oxygene dans son état fondamental est

0(Z=8): 1s?2%2p!

La représentation de Lewis du dioxygene est

0=0

La représentation de Lewis de ’ozone est

—_A®
(0_6\
101©

@ La molécule d’ozone est polaire car le barycentre des charges positives n’est
pas confondu avec celui des charges négatives.

La représentation de Lewis donnée & la question précédente n’est en fait pas
suffisante pour décrire la molécule d’ozone. Celle-ci présente en effet une délocali-
sation électronique qui partage la charge négative entre les deux atomes d’oxygene
terminaux, qui sont en réalité équivalents. Le moment dipolaire est dirigé selon la
bissectrice de I’angle entre les liaisons.
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%
I

La délocalisation se traduit par 1’équivalence des atomes d’oxygene
terminaux. On peut représenter I’'ozone comme suit :
|C_)=G®

-1/2 \\
-120I

Si 'on ne prenait pas en compte cette délocalisation, notion qui n’est
pas au programme de la filiere MP, on orienterait le moment dipolaire le long
de la liaison O—O qui porte les atomes chargés dans la représentation de la
question précédente. Cette réponse devait siirement étre acceptée.

On considere ’équilibre
302(g) = 203(g)
D’apres la loi de Hess,

AH® = 2 AfH®(O3(y)) — 3AH (Oa(g)) = 2 x 141,9 — 0 = 283,8 kJ.mol !

Par définition, AS° =285 (03(g)) — 3S5,(02(g))
AN: ALS° =2 %239 — 3 x205=—137 JJ K t.mol !
Comme AG° =AH° —TA,S°

il vient, & 298 K, A,G° = 283,8 + 298 x 0,137 = 324,6 kJ.mol !

La constante d’équilibre est, par définition,

—AGE —324.6- 103
K° = i = — ] =1,25-107%7
P ( RT ) P (8,314 X 298) 2010

La formation de l'ozone a partir du dioxygene est tres défavorisée thermo-
dynamiquement a 298 K, heureusement vu notre nécessité de respirer et le
caractére nocif de I'ozone en grande quantité !

A T'équilibre, on a
p(Os)°P° _ s
p(02)?

En considérant que la pression atmosphérique au niveau du sol est de I’ordre de 1 bar
et que Dair contient 20 % de dioxygene, on a alors p(O2) = 0,2 bar. Il vient ainsi

0,)%K° 0,23 x 1,25-107°7
p(03)=\/p( 12:,)0 :\/ s ’1 ~ 3-1073" bar

@ Lorsque I'on s’éleve dans la troposphere, la température et la pression atmosphé-
rique diminuent. D’apres la loi de Van’t Hoff,

dlnK®  AH°

dT ~ RT?

>0
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Ce corrigé est proposé par Vincent Freulon (professeur en CPGE); il a été relu
par Guillaume Maimbourg (professeur en CPGE) et Emilie Frémont (professeur en
CPGE).

Ce sujet est composé de deux parties indépendantes s’articulant autour de la
civilisation maya.

Dans la partie I, on s’intéresse a la visibilité et a la couleur de la Lune, astre
majeur chez les Mayas, au cours d'une éclipse. Alors qu’elle est entierement plongée
dans 'ombre de la Terre, la Lune reste visible. Une premiere explication possible
de cet effet serait la diffraction des rayons solaires par la Terre. Une estimation
rapide permet de 1’écarter. La seconde raison envisagée est la réfraction des rayons du
Soleil par 'atmosphére terrestre. A I’aide du modeéle de 'atmosphére isotherme et en
s’appuyant sur 1’électromagnétisme pour modéliser la lumiere, on décrit 'interaction
entre les molécules de "atmospheére et le rayonnement solaire. La déviation des rayons
lumineux par 'atmospheére est alors estimée et il apparait qu’elle permet d’expliquer
la visibilité de la Lune.

La seconde partie porte sur I’étude de I’écho d’un claquement de mains apres
réflexion sur l’escalier d’'une pyramide maya. Cet écho ressemble a s’y méprendre
au chant d’'un quetzal, oiseau sacré pour les Mayas. Aprés quelques rappels sur les
spectres de signaux périodiques et leur résolution expérimentale, on étudie le spectre
du cri d’un quetzal en fonction du temps. On s’attache alors & montrer que la réflexion
de ’onde sonore produite par le claquement de mains sur les marches d’une pyramide
maya présente un spectre analogue. Pour ce faire, ’étude du déphasage entre les ondes
réfléchies par les marches successives, est réalisée. On montre que les interférences
entre les différentes ondes sélectionnent des fréquences, réfléchies les unes apres les
autres, conduisant effectivement a un spectre semblable au chant du quetzal.

Cette épreuve, dont la thématique est originale, n’en demeure pas moins classique
dans sa construction. Elle est abordable en deuxiéme année des que les chapitres sur
la numérisation des signaux, les ondes électromagnétiques et la loi de I’hydrostatique
ont été traités.
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INDICATIONS

Partie I

3 Utiliser les lois de 'hydrostatique et du gaz parfait. Intégrer a T constante.

5 La polarisation de 'onde correspond a la direction de son champ électrique. La

relation de structure des ondes électromagnétiques planes dans le vide permet de
%
déterminer B (M, ¢).

6 L’intensité Iy est égale a la valeur moyenne de la norme du vecteur de Poynting.

8 Remarquer que I(x)S se répartit entre trois termes.

9 Développer I(z 4+ dz) & l'ordre 1 en dz. Reconnaitre une équation différentielle

11

12

13

14

16
24

25

linéaire du premier ordre. Se rappeler que la solution de f/(z) + a(x)f(z) = 0 est

fl@) = fye o oo
Développer le rapport 72 /r¢? a Pordre 1 en Z /R et Zo/Rr. Différentier la relation
fournie entre n(Z) et pa(Z) et celle établie a la question 3.

Injecter les expressions de dn, dp, obtenues a la question précédente dans celle
de 04 fournie. Remarquer que n — 1 lorsque u — co. Effectuer le changement de
variable v = u/He.

Différentier I’expression obtenue a la question précédente et éliminer dey au profit
de d\ grace a la relation de I’énoncé.

Le Soleil possede un rayon supérieur a la celui de la Terre, donc le rayon extréme,
qui est vu sous un angle de 16’, n’est pas incliné comme sur la figure 4.

Partie 11

Le gain en dB de ay par rapport & a1 est défini par Ggg = 201og(as/ay).

Traduire la condition d’interférences constructives entre ’onde ayant parcouru la
distance 2d,, et celle ayant parcouru 2d,,41.

Commencer par montrer que

dpi1? — dp? = 2ab+ 20%(2n + 1) ~ 2d, (dpy1 — dy)
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AU TEMPS DES MAYAS
I. COULEUR DE LA LUNE TOTALEMENT ECLIPSEE
Sur la figure 2, la moitié supérieure gauche de la Lune est située dans la zone de
pénombre et le reste de la Lune dans la zone d’ombre. Cette photographie a été prise
entre les positions 3 et 4 sur la chronologie de la figure 1, lorsque la Lune quitte

la zone d’ombre.

On assimile la Terre & une ouverture de largeur 2R.

La demi-ouverture angulaire 64 de la tache centrale de diffraction vérifie

A 5.1077

~ ~ ~ —14
~ IRy S 2x 6100 = M0 rad

0a

Dans le plan &2, situé a la distance 71, du centre de la Terre, cette tache a une
largeur aq telle que

aq =20q xr, ~2x 4107 x 4.10® ~3.107° m

soit quelques dizaines de microns, ce qui est tres inférieur au rayon de la Lune.
La diffraction des rayons solaires par la Terre ne permet pas d’expliquer
I’éclairement de la Lune lors de son passage dans la zone d’ombre.

On peut envisager que de la lumiére provienne d’autres astres, de la méme
maniere que la Lune « éclaire » les nuits sur Terre, par temps clair. On peut aussi
penser que la présence de I'atmosphere terrestre doit étre prise en compte. Elle dévie
les rayons lumineux issus du Soleil par réfraction, hypotheése dont ’étude fait
I’objet de la suite de cette partie.

D’apres la loi de la statique des fluides,

L (2) = ~pa(2)g

car GZ est la verticale ascendante. La loi des gaz parfaits s’écrit

RT
Z) = pa(Z) —
P(2) = u(2) 5
Injectons cette relation dans la loi de la statique des fluides (en prenant T constante) :
dpa M.g

8(2) = —pul2) 2
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Il s’agit d’une équation différentielle linéaire, du premier ordre, a coefficients constants
en p,, que 'on intégre pour obtenir

RT 8 x 3.10?
—7/H. — ~ ~
pa(Z) = pa(0)e avec H. 7 310 2x10 " 8 km

@ Au niveau de la mer, a laltitude Z =0

p(0)M,  1,0.10° x 3.1072 3
pa0) = ZR7 8 x 3.102 g/m

A Daltitude 7 ~ 8 km ~ H. au sommet de I’Everest :

pa(o)
3

pa(Zs) = ~ 0,3 kg/m?

Avec les données, on estime la masse volumique de l'air au sommet de ’Everest a

p(Ze)M, _ 3.10% x 3.102
RT ~ 8x250

~ 0,4 kg/m3

On constate que le modele isotherme conduit & une bonne estimation de p,(Zg).
La variation de température entre la mer et le sommet de 'Everest vaut 40 K (soit
environ 10% de 300 K). Elle peut étre négligée. En conséquence, le modéle de
P’atmosphére isotherme est réaliste sur environ 10 km d’atmosphére a
partir du sol.

D’aprés les informations fournies,

%
E(M,t) = E, cos [w(t — %)} e_y>

D’apres la relation de structure des ondes électromagnétiques planes progressives
dans le vide,

%

- -
B(M,t) = 2 A E(M,1)
C

% EIII
Ainsi, B (M, t) = By, cos [w (t — E)} e—; avec Bn =
c

Il est aussi correct d’écrire

E(M,t) = E,, sin [w(t - E)} e_;

C

%
B (M, ) = By, sin [w(t - %)} e
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Ce corrigé est proposé par Vincent Freulon (professeur en CPGE); il a été relu
par Etienne Martel (ENS Paris-Saclay) et Louis Salkin (professeur en CPGE).

Ce sujet est composé de trois parties globalement indépendantes. Il a pour but
d’établir que le rapport des conductivités thermique et électrique d’'un métal est
indépendant de ce dernier (loi de Wiedemann-Franz).

Dans la partie I, on compare plusieurs montages électriques ayant pour but la dé-
termination de la résistance électrique d’un fil de cuivre. La discussion est menée en
s’appuyant sur la précision de chaque méthode, qui repose sur I'estimation d’incerti-
tudes. En conclusion de cette partie, une estimation expérimentale de la conductivité
électrique du cuivre est obtenue.

La partie II est la partie théorique de cette épreuve. On commence par rappeler
le modele de Drude non quantique. Par une approche probabiliste, on fait le lien
entre la force de frottement visqueux du modele de Drude et les chocs aléatoires
des électrons de conduction dans un métal. Dans un premier temps, cela conduit a
exprimer la conductivité électrique du métal en fonction de grandeurs microscopiques
qui caractérisent les mouvements des électrons de conduction. Dans un second temps,
on exprime la conductivité thermique du métal par une approche analogue. On peut
alors donner une expression théorique du rapport des deux conductivités dans le
modele classique développé. Cette expression est comparée a celle obtenue dans le
cadre de la physique quantique.

C’est la modélisation et 1’exploitation d’une expérience, ayant pour but de dé-
terminer la conductivité thermique du cuivre, qui motive la troisieme partie. L’'une
des faces d’'un morceau de cuivre est brievement chauffée. On mesure la durée pour
qu’une autre face voie sa température augmenter. Cette durée est exploitée en résol-
vant I’équation de la chaleur par la méthode de séparation des variables.

Cet énoncé panache analyse de protocoles expérimentaux, exploitation de courbes
et modélisation s’appuyant sur des calculs nourris. Il présente une structure typique
des sujets du concours Mines-Ponts. C’est un excellent support de révision.
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10

19

20

21

INDICATIONS

Partie I

« 0,3% x L » signifie 0,3 % de la valeur lue. « 3 x UR » signifie trois fois la valeur
de la résolution sur le calibre adopté.

Utiliser la relation de propagation des incertitudes pour les produits. Constater
que 'incertitude relative sur U est négligeable devant celle sur I.

Partie I1

Ecrire le théoréme de la résultante dynamique dans deux situations: celle dans
laquelle 1’électron ne subit pas de choc durant dt; celle dans laquelle 1’électron
subit un choc durant dt. Statistiquement, la quantité de mouvement d’un élec-
tron ¢ pris au hasard est la somme des quantités de mouvement de 1’électron dans
chaque situation, pondérée par sa probabilité d’occurrence.

Comme le vecteur quantité de mouvement juste aprés un choc est de direction

+ =

aléatoire, <m > = 0. Effectuer un développement limité de ?(t + dt).

La probabilité de ne pas avoir de choc jusqu’a l'instant ¢ 4 dt est égale a la
probabilité de ne pas avoir de choc jusqu’a I'instant ¢, multipliée par la probabilité
élémentaire de ne pas avoir de choc durant dt. Par analogie avec la physique

quantique, la densité de probabilité p(t) de I’événement « ne pas avoir un choc »
est reliée & la probabilité P[0 < ¢t < T] de cet événement entre 0 et T par

PO < ¢ < TJ :/Tp(t) at
0

+

De méme, la durée moyenne (t) entre deux chocs successifs est

(t) = /0 Ootp(t) dt

+

Considérer d’abord une tranche de métal située entre les abscisses = et x + vT.
C’est dans cette tranche que se situent les électrons qui vont traverser la section
droite d’abscisse x durant 7. Statistiquement, seule la moitié d’entre eux possede
une vitesse orientée vers les x décroissants. En déduire I’expression du flux d’éner-
gie thermique vers les x décroissants & 'abscisse z. De méme, exprimer le flux
d’énergie thermique vers les = croissants a ’abscisse x.

Utiliser la formule de dérivation composée [€ o T]'(x) = T'(z) x £'(T).
Partie III

La barre est isolée pour ¢ > 0. Le flux en z = 0 doit étre nul:

oT

%(Oa t)=0
En déduire les w,. Par une approche analogue, utilisant la nullité du flux en
x = L, obtenir I’expression des coefficients k,,.
Ecrire T(x,t) & linstant ¢ = 0 de deux manitres. Utiliser ces expressions et le
formulaire pour trouver les coefficients u.

Pour n # 0, a la limite § < L,
kpd — 0

En déduire un équivalent de sin(nwd/L). Que dire de cos(k,x) en © = L7
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Lol DE WIEDEMANN-FRANZ

I. DETERMINATION EXPERIMENTALE DE LA
CONDUCTIVITE ELECTRIQUE DU CUIVRE

Le calibre 500 €2 serait le « mieux » adapté. D’apres la notice, 'incertitude (avec
un niveau de confiance a 95 %) est

03%xL+3xUR=310"3x0,1+3x0,1=0,3

ce qui est comparable & la valeur lue (0,1 §2). Cette méthode de mesure est
imprécise, et Uon peut (seulement) affirmer que la résistance du fil est comprise
entre 0 Q et 0,4 Q avec un niveau de confiance & 95 %.

U
Dans le cas du montage 1, I—l =Ra+R
1

alors o RatR-R
e R
N R
d’ou €1 = fA

Pour le montage 2, en utilisant un diviseur de courant :

RV RRV

U, RQR\/-FR 2Rv+R
done Uz _ RRy
L Rv-+R

si bien que £y = IRRv/(Rv +R) — R|

R

I3 —L
" Rv+R

Les graphiques demandés présentent 1'allure suivante :

On constate que €1 < &2 pour les grandes valeurs de R (de l'ordre de Ry voire
supérieur). Au contraire €1 > &9 pour les faibles valeurs de R (de 'ordre de Ry
voire inférieur). D’aprés la notice de 'ampeéremeétre (table 2), la résistance R est de
Pordre de quelques dizaines de milliohms (~ 800/50 pour le calibre 50 mA), peut-étre
comparable & R, d’apres la question 1. Le montage 2 est le plus approprié.
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03 _ 6.1072 Q

D’aprés la loi d’Ohm, Rg =

On mesure I sur le calibre 10 A, 'incertitude 01 avec un niveau de confiance & 95 %,
sur la valeur de I est

SI=1%xL+3xUR
=1.10"2x54+3x 1.1072
donc I =810"2 A

soit 6I/T = 2% en valeur relative. Pour la tension, l'incertitude 6U sur la valeur de U
(avec le méme niveau de confiance) est

JU=03%xL+2xUR
=310"%x 310" +2x1.10"*
alors 0U=1mV
qui correspond a 6U/U = 0,3 % en valeur relative. Puisque
R =UxI!

estimons l'incertitude sur Rg; résultante avec la formule de propagation des incerti-

tudes sur les produits:
Ry 5£ 2 . g 2
Ra U 1
Comme 5—U i < g i

O0Rg1 ol
— =] =2
re = (F) =2

d’ot ]5Rﬁ1 ~2%x 61072 =1 mQ\

avec un niveau de confiance & 95%. Cette méthode de mesure est bien plus précise
que la mesure a ’ohmmetre de la question 1.

Pour améliorer la précision de cette mesure, le calcul d’incertitude suggere de
changer d’ampéremeétre (car c’est I'incertitude relative de la mesure d’intensité
qui domine) ou faire débiter un courant plus important par la source (éven-
tuellement changer de source) de maniére & diminuer le poids des unités de représen-
tations (UR) dans la mesure d’intensité.

@ En traitant le conducteur comme un fil rectiligne de section droite S, de longueur ¢,

‘ 10 10
7T RuS  6.102x3.106 20108 /m

qui correspond a l'ordre de grandeur de la conductivité électrique des métaux a 300 K.



Mines Chimie MP 2020 — Corrigé 185

Mines Chimie MP 2020 — Corrigé

Ce corrigé est proposé par Alexandre Herault (professeur en CPGE) ; il a été relu
par Augustin Long (professeur en CPGE) et Stéphane Ravier (professeur en CPGE).

Ce sujet a pour théme le gadolinium. Il est constitué de trois parties de longueurs
inégales. Certaines questions sont des applications directes du cours, d’autres sont
plus délicates, que ce soit par leur aspect technique calculatoire, ou parce qu’elles
concernent des études expérimentales peu évidentes.

e La premiére partie, la plus longue, s’intéresse au cation gadolinium(III), Gd*t.
Deux questions abordent la configuration électronique, puis la suite de la
partie étudie des complexes de gadolinium(IIT). L’accent est mis sur des
analyses expérimentales dont la spectrophotométrie est la technique principale.
Absorbance et bilan d’avancement sont les outils essentiels pour mener & bien
cette étude. Les questions 5 et 7 sont assez techniques et nécessitent d’écrire
trés précisément les bilans d’avancement.

e La deuxiéme partie concerne le gadolinium métallique. Trois questions tres
simples de cristallographie, qu’il convenait de traiter rapidement, constituent
le début de cette partie. On s’intéresse ensuite a la production de gadolinium
métallique a partir du minerai. Une étude thermodynamique est conduite par
I'intermédiaire des calculs des grandeurs standard de réaction.

e La troisieme et derniére partie est la plus courte. On y étudie ’électrolyse d’une
solution d’ions gadolinium(IIT), qui combine électrolyse de ’eau et précipitation
d’hydroxyde de gadolinium a la cathode.

Cette épreuve est de si courte durée qu’elle nécessite rapidité, précision et
concision. Il est indispensable de s’y préparer spécifiquement pour étre efficace le jour
du concours. En effet, il faut savoir repérer rapidement les questions tres simples et
les traiter en priorité pour revenir par la suite sur les questions plus difficiles. Ce sujet
est un bon entrainement pour cet exercice particulier.
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INDICATIONS

Partie A

3 La premiere acidité étant forte, 'espece H4Ch peut-elle prédominer ?

4 Relier I’évolution des pics d’absorbance a la production ou la consommation de
I’espece absorbante. Utiliser la notion de couleur complémentaire.

5 Dresser un tableau d’avancement pour exprimer les concentrations en ligand et
en complexe. L’absorbance est additive.

6 L’intersection des asymptotes correspond a 1’équivalence: les proportions sont
alors steechiométriques.

7 Dresser un tableau d’avancement puis faire apparaitre le taux d’avancement a.
8 Penser a réaliser I'expérience a différents pH. Linéariser la relation.

10 Calculer la pente de la droite, puis utiliser un des points pour obtenir log Ks/o/,/.
Partie B

12 La coordinence est le nombre de plus proches voisins.
15 Le chlorure d’ammonium est NH4Cl; les sous-produits sont HoO et NHj.

16 Un des produits est gazeux a la température de travail. Quelle en est la consé-
quence sur le déplacement d’équilibre ?

17 Exprimer la température en kelvins.
Partie C

20 La réduction de l’eau forme du dihydrogene.

21 Pour réaliser une réaction non spontanée, il faut apporter de ’énergie grace a un
générateur.

22 Utiliser la valeur de E°(Gd*t/Gd).
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LE GADOLINIUM
A. L’toNn Gp**t
D’apres les regles de remplissage de Klechkowski, Hund et Pauli, la sous-couche 5d

ne devrait se remplir qu’apres la sous-couche 4f, si bien que la configuration attendue
est, avec la méme notation que ’énoncé,

(Gd: [Xe] 465657 |

La notation [Xe] signifie que les électrons de coeur sont les mémes que pour
le gaz noble précédent, ici le xénon. La configuration compléte serait

Gd(Z = 64) :  1s22522p63s23p®4523d104p65524d105p06524f8

Le cation Gd®>T a perdu les trois électrons les plus périphériques (6s et 5d),
qui sont aussi les plus énergétiques. De ce fait, il est particulierement stable, ce
qui explique qu’il soit le plus fréquemment observé. Par ailleurs, on peut également
remarquer que la sous-couche 4f est & moitié remplie (4f7), ce qui est une source de
stabilité supplémentaire.

Pour un couple acido-basique noté AH/A ™, on a la relation

A7)
H = pKa + log —
p pka + log [AH]
ce qui implique que lacide AH prédomine ([AH] > [A7]) si pH < pKa. Ici, le
chrome azurol H4Ch est un tétra-acide mais, la premiere acidité étant forte dans I’eau,
Pespéce H4Ch ne prédomine jamais (sa réaction avec I'eau est quantitative). On a
donc le diagramme de prédominance suivant :

Hs;Ch™ ‘ HyCh2?~ ‘ HCh?~ ‘ Ch*~

H
2,2 4,7 11,8 P

@ On observe sur la figure 1 que le maximum d’absorption du ligand libre S se situe
vers 430 nm : on regarde la courbe 1, pour laquelle on n’a pas encore ajouté ion Gd**
(sous forme de nitrate de gadolinium). Lors des ajouts successifs, la réaction de com-
plexation se produit: le ligand libre est consommé et le complexe est formé.
Cela se traduit par une diminution de l’absorbance & 430 nm et 'apparition d’'une
nouvelle absorption, de plus en plus intense & mesure que le complexe se forme, vers

545 nm (courbes 4 & 7).

Le maximum d’absorption du complexe se situe a la longueur d’onde 545 nm
(valeur confirmée dans la suite de I’énoncé). La solution de complexe apparait donc
de la couleur complémentaire de cette longueur d’onde.

Le cercle chromatique n’étant pas au programme, les couleurs correspondant
aux différentes longueurs d’onde ne sont pas exigibles. Seule la notion de
« couleur complémentaire » est indispensable. Ici, notons que 545 nm corres-
pond a du vert, la solution apparait donc magenta.
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La réaction de complexation s’écrit

z Gd*T + yHCh®*~ = Gd,(HCh),3(==v)

L’énoncé donnait la formule brute du complexe. On retrouve bien la com-
plexation par la forme prédominante du ligand & pH = 5,9 (question 3).

L’absorbance est donnée par la loi de Beer-Lambert, qui est additive. A 545 nm,
seuls le complexe et le ligand absorbent (on suppose que Gd3* n’absorbe pas dans le
visible d’apres ’énoncé, et on observe, sur la courbe 1 de la figure 1, que I’absorbance
de la solution de ligand n’est pas nulle, a cette longueur d’onde). L’absorbance s’écrit

A=Ac+ AL =ec/l[C] + e l[L]

en notant C le complexe et L le ligand. Dressons un tableau d’avancement, en concen-
tration, en supposant que tout le ligand est sous sa forme prédominante a pH = 5,9:

zGd*t 4+ yHCh®*~ = Gd,(HCh),3@v)
EI qCy CL 0
EE ¢Cp _'rgeq CL _yfeq §eq
Comme la réaction est quantitative, et comme le ligand est en exces, on a
qCL
Sea®

et les concentrations [C] et [L] sont donc

qCr
T

[C] = [Gda (HCh), 20 = et [L]=[HCH* ] =Cy (1-¢2)

On en déduit I'absorbance de la solution :

A=(Cy [ec%—f—aL (1-%)}

@ On consideére les asymptotes sur la figure 2 et on observe deux cas distincts:

e L’absorbance croit d’abord linéairement au fur et & mesure que I'on ajoute le
nitrate de gadolinium (g augmente), c’est-a-dire lorsque le complexe se forme
(en accord avec expression A = f(q) de la question précédente, dans la situa-
tion ou la pente est positive). Cette premiére situation correspond a ce qui est
étudié dans la question précédente ou le ligand est en exceés: on n’a pas encore
ajouté assez d’ions gadolinium pour consommer la totalité du chrome azurol,
on se trouve avant 1’équivalence.

e Puis A reste constante lorsque la réaction est terminée. En effet, on ne produit
plus de complexe et on néglige la dilution de sorte que la concentration en
complexe absorbant reste constante, et donc ’absorbance aussi. Le ligand est
totalement consommé: on se trouve apres I’équivalence.

L’intersection des deux asymptotes correspond donc a 1’équivalence: les deux
réactifs sont introduits dans les proportions stcechiométriques. D’apres 1’équation
de la réaction, cela revient a

[Gd*T]y  [HCh* ]

T )
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Ce corrigé est proposé par Thomas Dupic (ENS Ulm) ; il a été relu par Tom Morel
(professeur en CPGE) et Emilie Frémont (professeur en CPGE).

Le sujet porte sur le principe de fonctionnement des pinces optiques, un systeme
optique capable de piéger de petits objets au sein d’un faisceau laser, ce qui per-
met ensuite de les manipuler. Les quatre premieres parties du sujet introduisent les
concepts d’électromagnétisme nécessaires pour aborder, dans la cinquieme et derniére
partie, le fonctionnement du dispositif.

e La premiere partie, tres mathématique mais guidée, demande de démontrer
plusieurs résultats fondamentaux sur la décomposition en ondes planes d’un
champ.

e La deuxiéme partie est consacrée au phénomene de diffraction : on calcule 'am-
plitude de I'onde diffractée a travers une fente rectangulaire.

e La troisieme partie s’intéresse aux propriétés des faisceaux lasers gaussiens.

e La quatrieme partie consiste en une étude assez classique de I’électromagné-
tisme dans un milieu continu, avec le modele de ’électron élastiquement lié.
Cette section introduit, entre autres, la polarisation induite, principe au centre
du fonctionnement de la pince optique. La notion n’est pas au programme, mais
la partie reste suffisamment guidée pour que cela ne pose pas de probléme.

e La derniere partie, plus difficile et plus longue, décrit en détail comment la
pince optique est capable de piéger un objet.

Ce sujet, centré quasi exclusivement sur I’électromagnétisme, reste assez clas-
sique et abordable pour cette banque de concours. Les différentes parties fournissent
beaucoup de résultats intermédiaires et les parties difficiles peuvent étre évitées. Ce-
pendant quelques questions sont ardues et demandent un développement long. Le
sujet contient aussi de multiples, et parfois délicates, applications numériques, sans
calculatrice.
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INDICATIONS

Partie I

Le formulaire en page 3 du sujet est particulierement important pour toute la
premiere partie.

Partie I1

7 Utiliser la relation (11). Le champ est nul sur ’écran, sauf dans 'ouverture.

8 Attention, comme précisé dans le sujet, v dépend de a.

9 Faire un schéma. Les rayons qui passent au centre de la lentille ne sont pas déviés.

11
13

14

15
18
23

24

26

27

28

29
34
35
37

Partie II1

Utiliser la propriété (2), énoncée au début du sujet.

L’intensité du champ est proportionnelle au carré du module du champ électrique
complexe.

Partir du déphasage spatial d’'une onde sphérique, égal a k||7>||7 et retrouver
I’expression donnée dans le sujet.

Partie IV

_>
Utiliser le théoreme de Gauss pour calculer le champ E puis la force.
- -
Exprimer l'ordre de grandeur de || B|| en fonction de celui de || E||.

%
Le moment dipolaire d ,, garde ’expression obtenue dans la question 20, mais le
champ électrique E est remplacé par le champ électrique ressenti par les atomes,
- =
lequel correspond & E¢ — P /(3¢).
Le moment dipolaire total de la sphere est la somme des moments dipolaires de
chacun de ses atomes.
Partie V
L’énergie des photons que la bille diffuse est identique a celle des photons qu’elle
absorbe, par contre leurs impulsions sont différentes.

La force totale exercée sur le dipole est la somme des deux forces de Lorentz
s’appliquant en r_+> et 7.

Remarquer que le produit vectoriel vérifie la régle de Leibniz et utiliser ’équation
de Maxwell-Faraday.

Ecrire explicitement la moyenne temporelle sous forme d’intégrale.
Dauns le plan focal, le diamétre de la tache est donné par \/x.
Montrer que la force de gradient est proportionnelle a 7.

La bille étant piégée dans un potentiel harmonique, on peut relier I’écart-type de
sa position a 1’écart-type de sa vitesse.
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FAISCEAUX GAUSSIENS ET PINCES OPTIQUES

I. PROPAGATION ET DECOMPOSITION EN
ONDES PLANES D’UN CHAMP ELECTRIQUE

%
L’équation d’Helmholtz portant sur E (77) est donnée par Péquation (8):
— — (.4)2—> — —
AE(T)+07E(T): 0
Or, d’apres ’énoncé, le champ électrique est monochromatique, polarisé suivant Oy,
et indépendant de y. Il s’écrit en conséquence

— .
E(7,t) = E(z,2) e “'¢,

L’absence de dépendance suivant y est une conséquence de 1’équation de
Maxwell-Gauss dans le vide:

%
divk =

S|

En projetant I’équation d’Helmholtz suivant la direction e_y>, on trouve
0?E(z,2)  0’E(x,z)  w?
Ox? + 022 + CTE(JC’ 2)=0

Pour faire apparaitre la fonction E(a, 2), utilisons 'équation (3) du sujet :
>~ . da

Ew:) = [ Bla2)e 5

o 27

En permutant intégrales et dérivées, on peut réécrire I’équation d’Helmholtz de la
fagon suivante:

>~ d%el*® da > 92E(a,z) . da < w?~ o da
E ) iox E iox —
/ (o 2) 0x? 27 +/ 92 °  on +/, c (@, z)e 0

~ O?E(a, 2)
_a2E(a7 z) + 2

— 00

Soit /

Comme cette équation est valide pour tout z, la propriété (4) permet d’obtenir

— 00

w2 T iz do
+ C2E(a,z)} el*r — =0

2R _ 2
%4—12 E(a,2) =0 avec 122(;)—2—03

La fonction E est la transformée de Fourier (suivant la direction Oz) du
champ E. La transformée de Fourier est un outil particulierement utile en
électromagnétisme ; comme on va le voir plus loin, elle permet de décomposer
une onde quelconque en superposition d’ondes planes, plus faciles a analyser.

Pour que v soit réel, son carré doit étre positif, ce qui se traduit par

2
a” < —
C2

Or, w et ¢ sont positifs, donc v est réel si et seulement si

w
ol < =
c
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L’équation (9) est une équation linéaire du second ordre & coefficients constants.
Son équation caractéristique admet deux racines imaginaires pures, valant iy et —i.
La solution générale s’écrit alors

E(a, z)=A e+ A e 17

avec A, et A deux coefficients complexes quelconques.
De la méme fagon, v est imaginaire pur si et seulement si 12 est négatif, ce qui
se traduit par

w
af > —
c

L’équation caractéristique présente alors deux racines réelles * 4, et la solution
générale de I’équation (9) est dans ce cas

E(m z)=Ae 02 LA ef

L’expression (10) s’interpréte comme la décomposition en ondes planes du
champ électrique E, restreinte ici aux ondes dont le vecteur d’onde vérifie

_)
e

w
gi
c

On peut la réécrire

 dov

+w/c
E(z,2,t) :/ A(a)ei[(ae_erve_f)-TLwt :
s

—w/c
Chacune des ondes planes composant le champ électrique est progressive et définie

—)
par son vecteur d’onde k = ael + 'ye_;, et son amplitude A(a).

@ Lorsque v = id est imaginaire pur, |a| > w/c. Il vient

E(x7 Z,t) _ / A(a) ei(axe—z-‘riéze—z)‘?—iwt d£
|O¢|>% 27T

_ / A(Oé) efﬁzeiaze_z-?fiwt dﬁ

la|>< 2 2T

Si
mais cette fois I'onde se propage suivant Oz et son amplitude décroit exponentielle-
ment avec une distance caractéristique 6 ! selon Oz : les ondes sont évanescentes.

%
k - e_;‘ > w/e, le champ électrique peut toujours étre décomposé en ondes planes,

La fonction A(a) est définie par la relation E(a,z) = A(a)e™?. En utilisant
encore une fois la relation (3), on peut écrire
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X Physique et Sciences de I'ingénieur MP 2020
Corrigé

Ce corrigé est proposé par Nicolas Courrier (professeur en CPGE) et Jacques
Ding (Ecole Polytechnique) ; il a été relu par Louis Salkin (professeur en CPGE) et
Julien Dumont (professeur en CPGE).

Ce sujet étudie le principe du microscope a force atomique. Il utilise principale-
ment ’étude énergétique des solides déformables, un peu d’optique et de ’électronique
non linéaire.

e La partie 1 porte sur la caractérisation mécanique d’une lame de longueur im-
portante devant sa largeur et son épaisseur, afin de comprendre la déformation
de cette lame en fonction de l'effort qui lui est appliqué. Il est notamment
demandé de déterminer ’expression de la fleche, terme qui correspond au dé-
placement maximal observé en bout de lame.

e Dans la partie 2, on s’intéresse a deux modes de fonctionnement du microscope,
les imageries par mode contact et non-contact. C’est 'occasion d’étudier les
positions d’équilibre de la lame a partir de son énergie potentielle et de discuter
du choix de certains parametres pour améliorer la précision de la mesure, a
I'aide notamment d’une analyse en régime sinusoidal forcé. Les questions 20 a
22, subtiles, font intervenir la notion hors programme d’hystérésis.

e La partie 3 commence par établir quelques résultats d’optique concernant la
mesure de la fleche par faisceau laser. On détermine ensuite les caractéristiques
de la photodiode de détection lors de questions d’électronique assez guidées,
ce composant étant nouveau pour la plupart des étudiants. On s’intéresse fi-
nalement a ’asservissement de la fleche de la lame, avec notamment pour but
de rendre le systéme insensible aux perturbations. A cette fin, le sujet propose
I’étude de deux correcteurs différents.

Le microscope a force atomique ayant déja fait ’objet de plusieurs épreuves a I’X
(en 2003 en filiere MP, en 2009 en PC), ce sujet ne pose pas de difficulté conceptuelle.
Ainsi, les meilleurs candidats auront pu reconnaitre un certain nombre de questions
classiques pour ce format particulier d’épreuve physique-SI: détermination graphique
des positions d’équilibre, étude d’une fonction de transfert, tracés de caractéristiques
de composants électroniques. L’épreuve est longue et les parties ne sont pas indé-
pendantes, ce qui signifie que les candidats dont la stratégie consistait a traiter de
maniere superficielle un grand nombre de questions ne pouvaient obtenir une note
satisfaisante. Les calculs étaient assez complexes et trés nombreux, ce qui fait de cette
épreuve tres discriminante un excellent entrainement pour les candidats ambitieux.
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INDICATIONS

Partie 1

Ecrire le principe fondamental de la statique et exprimer les deux équations sous
forme différentielle puisque dz est une longueur infinitésimale. Pour déterminer
les conditions aux limites, observer les efforts et moments en bout de lame.

Ecrire la relation entre da, h et 6L, (ou 64 dans le corrigé). Exprimer le moment
M en fonction des efforts N.

4 La différence de hauteur entre G(z + dz) et G(z) est notée dy.

5 Pour résoudre I'équation différentielle, il faut déterminer les conditions angulaires

11

13

19

21

25

27

34

39
42

45

46
o1

et de déflexion au point A, point d’encastrement de la lame.

Exprimer la masse linéique de la lame puis ’énergie cinétique élémentaire d’un
troncon dx. L’énergie cinétique doit s’exprimer en fonction de ¢ et f.

Utiliser I'expression de ’enveloppe exponentielle.
Partie 2
Relier @ et U* au minimum de I’énergie U(r) pour en déduire des estimations a

partir des ordres de grandeur d’un atome.

Utiliser I’expression de G obtenue a la question 15 pour faire apparaitre une force
d’interaction caractéristique.

Montrer que les courbes représentant f/a en fonction de Ra ne sont pas les mémes
lors de la descente de R et lors de sa montée.

Utiliser le théoréeme de ’énergie mécanique. Pour simplifier ’équation obtenue, se
rappeler qu’une position d’équilibre se traduit par 'annulation de la dérivée de
I’énergie potentielle.

Modifier ’équation obtenue a la question 25 dans le cas ol le support (1) est aussi
en mouvement, en n’oubliant pas d’éventuelles forces d’inertie.

Partie 3
Que se passe-t-il lorsqu’une onde rencontre un obstacle (ici la lame) de dimension
comparable a sa longueur d’onde ?
Déterminer la caractéristique I(V) de 'ensemble {générateur + résistance}.

Se rappeler que la pulsation de coupure d’un passe-bas d’ordre 1 est égale a sa
pulsation propre.

Exprimer la longueur d’onde A en fonction de k. Le temps nécessaire pour par-
courir cette distance a la vitesse Vi correspond a la période T du signal.

Appliquer le principe fondamental de la dynamique a la masse meg.

En tracant le diagramme de Bode d’un systéme du second ordre, déterminer la
pulsation limite & partir de laquelle les effets dynamiques peuvent étre négligés.
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1. CARACTERISATION MECANIQUE DE LA LAME

Considérons le systéme constitué par le trongon élémentaire, dans le référentiel
du bati supposé galiléen pour la courte durée de ’expérience. Le poids étant négligé
d’apres ’énoncé, seule la tension s’exerce. Le théoréeme de la résultante statique en
projection sur u_; fournit

T(x+dz) —T(x) =0
Ceci étant vrai a toute abscisse x, on en déduit que
T(z) = C*

En z = L, on vérifie par équilibre de la section de lame

’ T(x) = F: la composante est uniforme. ‘

D’apres le théoréeme du moment statique projeté suivant u; au point G(z + dz),
les moments considérés par I’énoncé se compensent pour conduire a

M(z + dz) — M(z) + T(x)dz =0
Notons ici que dx correspond au bras de levier et la tension. Puisque dx est infini-

tésimal, on peut réécrire cet équilibre selon

M
de(::) +T(x)=0 soit

dM(x)

F=0
dx +

On déduit par intégration directe de I’équation précédente
M(z) = —Fx + Cste

Or M(L) est nul, puisque cette section de lame est « libre » de moment imposé a
Pextrémité. On vérifie alors

M(L) = —=FL + Cste = 0 = Cste = FL
Ainsi, ’ M(z) =F(L —x) ‘

On note 64 la déformation de chacun des trongons supérieur et inférieur de méme
longueur au repos dz. Cette déformation est négative sur le trongon supérieur et posi-
tive sur le trongon inférieur, mais celles-ci sont égales en valeur absolue. Considérons
la figure ci-dessous.

M

Le triangle rectangle mis en évidence permet d’écrire que

200 40t

W h

Or, les variations de longueurs sont faibles sur une distance infinitésimale dx, c’est-
a-dire que l'on peut considérer |§¢| < dz < L tout comme |da| < 1. De ce fait,

tan da ~ da = @

h

tanda =
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La relation (1) donnée dans ’énoncé peut alors s’écrire sous la forme

4 N i N
I~ ES soit o = E—de
De plus, I’équilibre de la section droite des trongons améne a écrire que
M= Nﬁ donc N = %
2 h

En remplagant par ces deux derniéres expressions la relation liant do et 04, et sachant
que la surface S est définie par bh/2, on trouve alors

do 16M

drz ~ Ebh3

Le modeéle proposé dans le sujet ne
respecte pas ’hypothése de continuité
de la matieére traditionnellement usitée
dans le calcul de résistance des maté-
riaux en mécanique linéaire. Habituelle-
ment, ’hypothese de déformation faite
est linéaire. Gréce a la relation

0L, N

L, ES

la répartition d’efforts est également li-
néaire. On peut alors démontrer que
pour un trongon élémentaire de rayon
de courbure R, on vérifie la relation

da 12M

dr ~ Ebh3

@ En premiére approximation (a lordre 1), d’apres la figure ci-dessous, on vérifie

dy
tana = — ~ «
x

G(z)
X : L da d% o
Or, d’apres la question précédente, en remplacant i par T2’ on aboutit a
x x
_Et ey
~ 16 da?
. d?y Ebh3
Soit M= D@ avec D= 16




