
Annales des Concours

MP

Mathématiques · Informatique

2016

Sous la coordination de

Guillaume Batog

Professeur en CPGE
Ancien élève de l’École Normale Supérieure (Cachan)

Julien Dumont

Professeur en CPGE
Ancien élève de l’École Normale Supérieure (Cachan)

Vincent Puyhaubert

Professeur en CPGE
Ancien élève de l’École Normale Supérieure (Cachan)

Par

Virgile Andreani

ENS Ulm

Walter Appel

Professeur en CPGE

Juliette Brun-Leloup

Professeur en CPGE

Céline Chevalier

Enseignant-chercheur à l’université

Denis Conduché

Professeur en CPGE

Damien Garreau

ENS Ulm

Benjamin Monmege

Enseignant-chercheur à l’université

Tristan Poullaouec

Professeur en CPGE

Vincent Puyhaubert

Professeur en CPGE

Thomas Ragel

ENS Lyon

Sophie Rainero

Professeur en CPGE

Cyril Ravat

Professeur en CPGE



Sommaire

É
no

nc
é

C
or

ri
gé

Concours Communs

Polytechniques

Mathématiques 1 Deux exercices et un problème sur la
fonction digamma.

développement en série entière, loi conjointe,
sommes doubles, intégrales à paramètre, séries
de fonctions

17 21

Mathématiques 2 Interpolation de Hermite et polynômes
de Hermite.

algorithmique, réduction, interpolation
polynomiale, polynômes orthogonaux

35 40

Centrale-Supélec

Mathématiques 1 Matrices positives (im)primitives.

calcul matriciel, valeurs propres,
déterminants, permutations

57 63

Mathématiques 2 Étude de sommes pondérées de résultats
de « pile ou face » indépendants.

suites d’intégrales, intégrales à paramètre,
familles de variables aléatoires, espérance,
inégalité de Markov

83 86

Informatique
commune

Prévention des collisions aériennes.

programmation, complexité, bases de données

108 115

Informatique
optionnelle

Un algorithme de tri.

listes, tas, recursivité

128 135



6

Mines-Ponts

Mathématiques 1 Autour de l’inégalité de
Hoffman-Wielandt.
convexité, réduction, permutations, matrices
symétriques, lois de probabilité

158 164

Mathématiques 2 Théorème taubérien de
Hardy-Littlewood-Karamata.
intégrales à paramètre, séries de fonctions,
produit de Cauchy, comparaison
série/intégrale, convergence uniforme,
théorème de la double limite

181 186

Informatique
commune

Modélisation de la propagation d’une
épidémie.
algorithmique, bases de données

205 215

Informatique
optionnelle

Graphe du Web et automates
probabilistes.
parcours de graphe, tri fusion, automate fini,
probabilités

225 235

Polytechnique-ENS

Mathématiques A Étude de simplexes en dimension n.
matrices, déterminant, géométrie affine,
convexité, pgcd

252 256

Mathématiques B Étude d’une marche aléatoire
à pas positifs.
variables aléatoires à valeurs dans N,
inégalités de Bienaymé-Tchebychev et
Markov, séries de fonctions, continuité
uniforme

275 281

Informatique
MP/PC

Structure union-find et coupure minimale.
programmation impérative

305 315

Formulaires

Développements limités usuels en 0 326
Développements en série entière usuels 327
Dérivées usuelles 328
Primitives usuelles 329
Trigonométrie 332



Sommaire thématique de mathématiques

2015 – 2016

X/ENS PC Maths

X MP Maths B

X/ENS MP Maths A

Mines PSI Maths 2

Mines PSI Maths 1

Mines PC Maths 2

Mines PC Maths 1

Mines MP Maths 2

Mines MP Maths 1

Centrale PSI Maths 2

Centrale PSI Maths 1

Centrale PC Maths 2

Centrale PC Maths 1

Centrale MP Maths 2

Centrale MP Maths 1

CCP PSI Maths

CCP PC Maths

CCP MP Maths 2

CCP MP Maths 1

e3a PSI Maths B

e3a PSI Maths A

St
ru

ct
ur

es
al

gé
br

iq
ue

s
et

ar
it
hm

ét
iq

ue
•

•

P
ol

yn
ôm

es
•

•
•

•
•
•

•

A
lg

èb
re

lin
éa

ir
e

gé
né

ra
le

•
• •

•
•

•
•
•
•

•
•
• •

•
•

R
éd

uc
ti
on

de
s

en
do

m
or

ph
is

m
es

•
•

•
•

•
•

•
• •

• •
• •

P
ro

du
it

sc
al

ai
re

et
es

pa
ce

s
eu

cl
id

ie
ns

•
• •

•

T
op

ol
og

ie
de

s
es

pa
ce

s
ve

ct
or

ie
ls

no
rm

és
•

•
•

•
•

•

Su
it
es

et
sé

ri
es

nu
m

ér
iq

ue
s

• •
•
• •
•

•
•

•

Su
it
es

et
sé

ri
es

de
fo

nc
ti
on

s
• •

•
•

•
•

•
• •

Sé
ri

es
en

ti
èr

es
•
•
•

•
•

•
•

A
na

ly
se

ré
el

le
•
• •

•
•

•

In
té

gr
at

io
n

•
•

• •
•
•
• •

•
• •

• •
•
•

É
qu

at
io

ns
di

ff
ér

en
ti
el

le
s

•
•

•
•

F
on

ct
io

ns
de

pl
us

ie
ur

s
va

ri
ab

le
s

•
•

•

D
én

om
br

em
en

t
et

pr
ob

ab
ili

té
s

•
•

• •
• •
•
• •

•
• •

•
•

• •
• •

• •



CCP Maths 1 MP 2016 — Énoncé 17

!

!

!

EPREUVE SPECIFIQUE - FILIERE MP!

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!"

!

MATHEMATIQUES 1 

 
Mardi 3 mai : 14 h - 18 h!

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!"

N.B. : le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et à la concision de 

la rédaction. Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur d’énoncé, il le 

signalera sur sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives 

qu’il a été amené à prendre.!

!

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!"

"

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

Les calculatrices sont interdites

Le sujet est composé de deux exercices et d’un problème tous indépendants.
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EXERCICE I

On considère l’équation différentielle (E) : x2 y′′+(x2 − x)y′+2y = 0.

I.1. Existe-t-il des solutions non nulles de l’équation (E) développables en série entière sur un
intervalle ]−r,r[ (r > 0) de R?

EXERCICE II

II.1. Démontrer que la famille

(

i+ j

2i+ j

)

(i, j)∈N²
est sommable et calculer sa somme.

II.2. Soit X et Y deux variables aléatoires sur un même espace probabilisé à valeurs dans N.
On suppose que la loi conjointe du couple (X ,Y ) vérifie :

pour tout (i, j) ∈ N², P(X = i,Y = j)= P [(X = i)∩ (Y = j)] =
i+ j

2i+ j+3 .

II.2.a. Vérifier que la relation ci-dessus définit bien une loi conjointe.

II.2.b. Démontrer que les variables aléatoires X et Y suivent une même loi.

II.2.c. Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes?

PROBLÈME : Fonction Digamma

Partie préliminaire

III.1.

III.1.a. Soit x ∈ ]0,+∞[, démontrer que la fonction t �→ e−ttx−1 est intégrable sur ]0,+∞[.

III.1.b. On note, pour tout x ∈ ]0,+∞[, Γ(x) =
∫ +∞

0
e−ttx−1dt (fonction Gamma d’Euler).

Démontrer que pour tout x ∈ ]0,+∞[, Γ(x)> 0.

III.1.c. Démontrer que la fonction Γ est dérivable sur ]0,+∞[ puis exprimer Γ′(x) sous forme
d’intégrale.

III.2. Pour tout entier n ≥ 2, on pose un =
∫ n

n−1

1
t

dt −
1
n

.

III.2.a. Utiliser un théorème du cours pour justifier simplement que la série ∑
n≥2

un converge.

III.2.b. Pour tout entier n ≥ 1, on pose Hn =
n

∑
k=1

1
k
− ln(n).

Démontrer que la suite (Hn)n≥1 converge.
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La limite de la suite (Hn)n≥1 sera notée γ dans tout le sujet (γ est appelée la constante d’Euler). Dans

la suite de ce problème, on définit pour tout x ∈ ]0,+∞[, ψ(x) =
Γ′(x)

Γ(x)
appelée fonction Digamma.

Expression de la fonction Digamma à l’aide d’une série

III.3. Pour x ∈ ]0,+∞[ et pour tout entier n ≥ 1, on définit la fonction fn sur ]0,+∞[ telle que :

pour tout t ∈ ]0,n], fn(t) =
(

1−
t

n

)n

tx−1 et pour tout t ∈ ]n,+∞[ , fn(t) = 0.

III.3.a. Démontrer que pour tout x < 1, ln(1− x)≤−x.

En déduire que pour tout entier n ≥ 1 , pour tout x ∈ ]0,+∞[ et tout t ∈ ]0,+∞[ , 0 ≤ fn(t)≤ e−ttx−1.

III.3.b. En utilisant le théorème de convergence dominée, démontrer que pour tout x ∈ ]0,+∞[,

Γ(x) = lim
n→+∞

∫ n

0

(

1−
t

n

)n

tx−1 dt.

III.4. On pose, pour n entier naturel et pour x ∈ ]0,+∞[, In(x) =
∫ 1

0
(1−u)n

ux−1du.

III.4.a. Après avoir justifié l’existence de l’intégrale In(x), déterminer, pour x > 0 et pour n ≥ 1,

une relation entre In(x) et In−1(x+1).

III.4.b. En déduire, pour n entier naturel et pour x ∈ ]0,+∞[ une expression de In(x).

III.4.c. Démontrer que, pour tout x ∈ ]0,+∞[, Γ(x) = lim
n→+∞

n! nx

n

∏
k=0

(x+ k)

(formule de Gauss).

III.5. Pour tout entier n ≥ 1, on note toujours Hn =
n

∑
k=1

1

k
− ln(n).

En remarquant que pour n ≥ 1 et x ∈ ]0,+∞[,
1

nx

n

∏
k=1

(

1+
x

k

)

= exHn

n

∏
k=1

[(

1+
x

k

)

e
−x
k

]

, démontrer

que pour tout x ∈ ]0,+∞[,
1

Γ(x)
= xeγ x lim

n→+∞

n

∏
k=1

[(

1+
x

k

)

e
−x
k

]

(formule de Weierstrass).

III.6.

III.6.a. En déduire que la série ∑
k≥1

[

ln
(

1+
x

k

)

−
x

k

]

converge simplement sur ]0,+∞[ .

III.6.b. On pose, pour tout x ∈ ]0,+∞[, g(x) =
+∞

∑
k=1

[

ln
(

1+
x

k

)

−
x

k

]

. Démontrer que l’application

g est de classe C1 sur ]0,+∞[ et exprimer g′(x) comme somme d’une série de fonctions.

III.6.c. En déduire que, pour tout x ∈ ]0,+∞[, ψ(x) =
−1

x
− γ +

+∞

∑
k=1

(

1

k
−

1

k+ x

)

. On rappelle

que pour tout x ∈ ]0,+∞[, ψ(x) =
Γ′(x)

Γ(x)
.
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CCP Maths 1 MP 2016 — Corrigé

Ce corrigé est proposé par Thomas Ragel (ENS Lyon) ; il a été relu par Damien
Garreau (ENS Ulm) et Sophie Rainero (Professeur en CPGE).

L’épreuve comporte deux exercices et un problème indépendants.

Dans le premier exercice, on cherche les solutions développables en série entière
d’une équation différentielle.

Dans le second exercice, on étudie les lois conjointes et marginales de deux va-
riables aléatoires. On fait intervenir la notion de famille sommable.

Le problème est consacré à la fonction digamma définie par Ψ(x) = Γ′(x)/Γ(x)
pour x ∈ ] 0 ; +∞ [, où Γ, fonction qui généralise la factorielle, est définie par

∀x ∈ ] 0 ; +∞ [ Γ(x) =

∫ +∞

0

e−t tx−1 dt

Il est divisé en 9 questions principales que l’on peut regrouper en 4 parties :

• Les questions III.1 et III.2 sont des préliminaires. On y étudie quelques pro-
priétés élémentaires de la fonction Γ et de la série harmonique. On calcule
notamment la dérivée de Γ au moyen du théorème de dérivation sous le signe
intégrale.

• Dans les questions III.3, III.4 et III.5, on cherche à exprimer la fonction Γ sous
différentes formes afin d’en déduire une expression de Ψ dans la question III.6.
La question III.3 fait appel au théorème de convergence dominée.

• Les questions III.7 et III.8 sont les plus difficiles du sujet. Elles permettent de
caractériser la fonction digamma. Ces deux questions illustrent bien le raison-
nement d’analyse-synthèse.

• Le problème se termine par une question de probabilités. On s’intéresse au
tirage de deux boules avec une remise qui dépend de la première boule tirée.
L’expression de la fonction digamma trouvée à la question III.7.b permet de
simplifier l’expression des probabilités obtenues.

Ce sujet fait appel à la majeure partie du programme d’analyse de spé, notam-
ment les grands théorèmes d’analyse (convergence dominée, dérivation sous le signe
intégrale) et les notions de convergence uniforme, de série entière et de famille som-
mable. La difficulté reste contenue et elle est croissante, ce qui est parfait pour se
préparer aux concours.
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Indications

Exercice I

I.1 Raisonner par analyse-synthèse. Dans l’analyse, se donner une solution f
de (E) développable en série entière, écrire f et ses dérivées sous forme de
sommes de séries entières et injecter ces expressions dans l’équation. Utiliser
l’unicité du développement en série entière de la fonction nulle pour conclure.

Exercice II

II.1 D’abord, penser à faire une partition. Ensuite, calculer

+∞∑
k=1

k xk puis
+∞∑
k=1

k(k + 1)xk−1

Une autre solution consiste à calculer, pour tout i ∈ N,

+∞∑
j=0

i+ j

2i+j
puis

+∞∑
i=0

+∞∑
j=0

i+ j

2i+j

II.2.c Regarder si les événements (X = 0) et (Y = 0) sont indépendants.

Problème

III.1.b Utiliser le fait que fx est strictement positive et que, sur un segment, une
fonction continue admet un minimum.

III.1.c Appliquer le théorème de dérivation sous le signe intégrale à l’aide d’une
domination uniforme des dérivées sur un segment.

III.3.a Utiliser un argument de convexité ou faire une étude de fonction.

III.3.b Appliquer le théorème de convergence dominée.

III.4.a Effectuer une intégration par parties.

III.4.b Calculer I0(x+ n) et faire une récurrence.

III.4.c Effectuer le changement de variable u = t/n.

III.6.b Montrer la convergence normale de la série sur tout segment.

III.6.c Dériver l’expression de g de la question III.5 et combiner ce résultat avec
l’expression de g′ obtenue à la question III.6.b.

III.7.c Montrer la convergence normale de la série de fonctions. Utiliser ensuite le
théorème de la double limite.

III.8 Remarquer que les propriétés 1 et 2 suffisent à prouver III.7.b. Ensuite, ex-
primer f(x) en fonction de f(x + n) en sommant la propriété 2, et faire ap-
paraître f(1 + n) afin d’utiliser la propriété 3. Enfin, se servir de l’expression
de la question III.6.c.

III.9.b Il y a une erreur d’énoncé : il faut démontrer le résultat pour tout k ∈ [[ 1 ;n ]]
et non pour tout k ∈ N∗.
Utiliser le système complet d’événements (X = i)i∈[[ 1 ;n ]]. Ensuite, calculer
P(Y = k | X = i) en distinguant i = k et i 6= k.
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Exercice I

Analyse : Soient r > 0 et f une solution de (E), développable en série entière
sur ]−r ; r [. Soit une suite (an)n>0 telle que

∀x ∈ ]−r ; r [ f(x) =
+∞∑
n=0

an x
n

La fonction f est C∞ sur son disque ouvert de convergence. D’après le théorème de
dérivation terme à terme d’une série entière sur son intervalle ouvert de convergence,
la fonction f est de classe C ∞ sur ]−r ; r [ et, pour tout x ∈ ]−r ; r [,

f ′(x) =
+∞∑
n=0

n an x
n−1 et f ′′(x) =

+∞∑
n=0

n(n− 1)an x
n−2

Soit x ∈ ]−r ; r [. La fonction f étant solution de l’équation différentielle, on a

0 = x2f ′′(x) + (x2 − x)f ′(x) + 2 f(x)

=
+∞∑
n=0

n(n− 1)anx
n +

+∞∑
n=0

n anx
n+1 −

+∞∑
n=0

n anx
n +

+∞∑
n=0

2 anx
n

=
+∞∑
n=0

(
(n(n− 1)− n+ 2)an

)
xn +

+∞∑
n=1

(n− 1)an−1 x
n

0 = 2a0 +
+∞∑
n=1

((n(n− 2) + 2)an + (n− 1)an−1) x
n

Cette égalité étant vraie sur un intervalle réel centré en 0, on en déduit par unicité
du développement en série entière que

a0 = 0 et ∀n ∈ N an =
−(n− 1)an−1

n(n− 2) + 2

Par récurrence sur n ∈ N, on obtient que an = 0 pour tout n ∈ N donc que f est
identiquement nulle.

Synthèse : Réciproquement, la fonction nulle est solution de (E).

Pour tout r > 0, la fonction nulle est l’unique solu-
tion de (E) développable en série entière sur ]−r ; r [.

Exercice II

II.1 On partitionne N2 en une réunion d’ensembles finis :

N2 =
⋃

k∈N

{(i, j) ∈ N2 | i+ j = k}

Soit k ∈ N. Comme Card({(i, j) ∈ N | i+ j = k}) = k + 1, on a
∑

i+j=k

k

2k
=
k(k + 1)

2k

La famille
(
(i+ j)/2i+j

)
(i,j)∈N2 est sommable si et seulement si

(
k(k + 1)/2k

)
k∈N

l’est en vertu du théorème de sommation par paquets. On remarque que

k2
k(k + 1)

2k
= O

(
k4

2k

)
−−−−→
k→+∞

0
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Ainsi, k(k + 1)/2k = o
(
1/k2

)
. Or la série

∑
1/k2 converge absolument, donc la

famille
(
(i+ j)/2i+j

)
(i,j)∈N2 est sommable et

+∞∑

i=0

+∞∑

j=0

i + j

2i+j
=

+∞∑

k=0

∑

i+j=k

k

2k
=

+∞∑

k=0

k(k + 1)

2k

On a ∀x ∈ [ 0 ; 1 [
+∞∑
k=0

xk =
1

1− x

De plus, la série entière
∑

xk a un rayon de convergence égal à 1, donc sa somme
est de classe C∞ sur [ 0 ; 1 [ et elle est dérivable terme à terme. Par conséquent,
en dérivant la somme une première fois, on obtient

∀x ∈ [ 0 ; 1 [

+∞∑

k=1

k xk−1 =
1

(1− x)2

puis, en la dérivant une seconde fois, il vient

∀x ∈ [ 0 ; 1 [

+∞∑

k=1

k(k + 1)xk−1 =

+∞∑

k=2

k(k − 1)xk−2 =
2

(1− x)3

En utilisant la relation ci-dessus, on a

+∞∑

i=0

+∞∑

j=0

i+ j

2i+j
=

1

2

+∞∑

k=1

k(k + 1)

2k−1
=

1

(1 − 1/2)3
= 8

Finalement,
( i+ j

2i+j

)
(i,j)∈N2

est sommable et sa somme vaut 8.

Calculons la double somme sans considérer de partition. Soit i ∈ N. La suite(
(i+ j)/2i+j

)
j∈N

est négligeable devant
(
1/j2

)
j∈N∗ donc elle est sommable.

Calculons sa somme
+∞∑

j=0

i+ j

2i+j
=

i

2i

+∞∑

j=0

1

2j
+

1

2i+1

+∞∑

j=0

j

2j−1

=
i

2i
1

(1− 1/2)
+

1

2i+1

1

(1 − 1/2)2
+∞∑

j=0

i+ j

2i+j
=

i

2i−1
+

2

2i

De même, la famille
(
i/2i−1 + 2/2i

)
i∈N

est sommable et

+∞∑

i=0

+∞∑

j=0

i + j

2i+j
=

+∞∑

i=0

[
i

2i−1
+

2

2i

]

=

+∞∑

i=0

i

2i−1
+ 2

+∞∑

i=0

1

2i

+∞∑

i=0

+∞∑

j=0

i + j

2i+j
=

1

(1 − 1/2)2
+ 2

1

1− 1/2
= 8
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CCP Maths 2 MP 2016 — Corrigé

Ce corrigé est proposé par Sophie Rainero (Professeur en CPGE) ; il a été relu
par Sélim Cornet (ENS Cachan) et Benjamin Monmege (Enseignant-chercheur à
l’université).

Ce sujet est composé de deux exercices et d’un problème indépendants.

• On commence par un exercice d’informatique qui étudie le calcul du pgcd de
deux entiers naturels ainsi que la suite de Fibonacci (Fn)n∈N. On compare le
nombre de divisions euclidiennes nécessaires au calcul du pgcd de Fn+1 et Fn+2

avec l’algorithme d’Euclide puis avec un algorithme testant tous les nombres
inférieurs ou égaux à Fn+1 pour voir s’ils conviennent.

• Le deuxième exercice, très court, porte sur la réduction et les polynômes annu-
lateurs. Les deux premières questions sont des applications directes du cours.

• Le problème porte sur les polynômes et les espaces euclidiens.
La première partie permet d’établir des résultats préliminaires (vus en cours)
sur l’arithmétique des polynômes ainsi qu’une formule permettant de décom-
poser P′/P en une somme lorsque P est un produit de polynômes non nuls.
La deuxième partie est consacrée à l’interpolation de Hermite. Étant donné un
entier naturel non nul p et des réels distincts x1, . . . , xp, on démontre l’existence
et l’unicité d’un polynôme PH appartenant à R2p−1[X] tel que les valeurs de PH

et de PH
′ soient imposées en x1, . . . , xp. On calcule ce polynôme sur un exemple

et on démontre une formule explicite pour PH dans le cas général.
La troisième partie traite de la famille (Hn)n∈N des polynômes de Hermite.
On démontre plusieurs de ses propriétés, en particulier son orthogonalité pour
un produit scalaire bien choisi. On établit également que, pour tout n ∈ N,
le polynôme Hn admet exactement n racines réelles.

Ce sujet est abordable et de longueur raisonnable. Le problème contient de nom-
breuses questions classiques sur les polynômes et l’algèbre euclidienne, qu’il est im-
portant de bien maîtriser. En particulier, de nombreux sujets de concours portent
sur des familles de polynômes orthogonaux et les raisonnements effectués dans la
troisième partie sur les polynômes de Hermite (intégration par parties pour l’ortho-
gonalité, étude des racines...) peuvent s’adapter à ces autres familles.

À l’exception de la question I.2 qui nécessite l’écriture d’une fonction récursive,
l’exercice I peut être traité en première année. L’exercice II suppose d’avoir terminé
le chapitre sur la réduction. Pour traiter le problème, il faut avoir étudié l’algèbre
euclidienne, les polynômes et les intégrales généralisées.
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Indications

Exercice I

I.2 Utiliser, comme dans euclide, que pgcd (a, b) = pgcd (b, r) lorsque b est non
nul et que r est le reste de la division euclidienne de a par b. Le cas d’arrêt
est b = 0.

I.5 Se rappeler l’associativité du pgcd.

Exercice II

II.2 Se souvenir des caractérisations de la diagonalisabilité du cours faisant appel
aux polynômes annulateurs.

II.3 Observer qu’avec l’hypothèse supplémentaire de cette question, on peut res-
treindre les valeurs propres possibles et noter que le polynôme caractéristique
de A est à coefficients réels.

Problème III

III.1.a Utiliser le théorème de d’Alembert-Gauss.

III.3.b Pour l’injectivité, démontrer que si P ∈ Ker ϕ, alors
p∏

i=1

(X− xi)2 divise P
en se servant des questions III.3.a et III.1.

III.5.b Grâce à l’unicité du polynôme interpolateur, il suffit de vérifier que le poly-
nôme proposé P est dans R2p−1[X] et vérifie ϕ(P) = (a1, . . . , ap, b1, . . . , bp).

III.6 Procéder par récurrence.

III.7 Procéder de nouveau par récurrence.

III.9.a Faire encore une démonstration par récurrence, en faisant appel à une inté-
gration par parties.

III.9.b Que vaut Hk
(ℓ) lorsque ℓ > k ?

III.9.c Utiliser les questions III.9.a et III.6 pour calculer ||Hn||.
III.9.d Calculer le projeté orthogonal de P sur R0[X] à l’aide d’une base orthonor-

male de R0[X].

III.10.a Utiliser la question III.9.b.

III.10.b On pourra se servir de la forme factorisée de Hn dans R[X] pour exprimer
le produit SHn.

III.10.c Montrer par l’absurde que p = n et conclure.
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Exercice I : informatique

I.1 En suivant l’algorithme donné dans l’énoncé, on peut procéder de la manière
suivante pour écrire la fonction gcd : on initialise à 1 une variable p puis, pour chaque
entier i compris entre 2 et Min (a, b), on teste s’il divise à la fois a et b. Si oui, on met i
dans p. Ainsi, en sortie de boucle, p sera le dernier diviseur commun à a et b trouvé
et donc le pgcd de a et b.

def gcd(a,b):

"""Données : deux entiers naturels non nuls a et b

Résultat : le pgcd de a et b"""

p = 1

for i in range(2,min(a,b)+1):

if a%i == 0 and b%i == 0:

p = i

return p

I.2 Écrivons une version récursive de l’algorithme d’Euclide itératif rappelé dans
l’énoncé. Il suffit de simuler une itération de la boucle while, à savoir le remplacement
des valeurs de u et v par v et u%v, puis de continuer à l’aide d’un appel récursif, jusqu’à
ce que v devienne égal à 0, qui est le cas d’arrêt de la fonction récursive.

def euclide_rec(u,v):

"""Données : deux entiers naturels u et v

Résultat : le pgcd de u et v"""

if v == 0: # cas d’arrêt

return u

return euclide_rec(v,u%v) # appel récursif

Comme l’algorithme itératif donné dans l’énoncé, l’algorithme récursif pro-
posé ici est basé sur la propriété suivante, où r(a, b) désigne le reste de la
division euclidienne de a par b lorsque b est non nul.

pgcd (a, b) =

{
a si b = 0

r(a, b) si b 6= 0

I.3.a Pour k > 1, on note Uk, Vk et Rk les valeurs prises par les variables u, v et r
à la sortie de la k-ième itération de la boucle while. Avant le premier passage dans
la boucle, u et v valent respectivement 8 et 5. La deuxième ligne du tableau indique
la division euclidienne (DE) réalisée pour calculer Rk.

k 1 2 3 4

DE
8 = 5× 1 + 3

F6 = F5 × 1 + F4

5 = 3× 1 + 2
F5 = F4 × 1 + F3

3 = 2× 1 + 1
F4 = F3 × 1 + F2

2 = 1× 2 + 0

Rk 3 2 1 0
Uk 5 3 2 1
Vk 3 2 1 0

On sort de la boucle à la quatrième itération puisque V4 vaut 0 et on renvoie alors U4

qui vaut 1.

On observe que pour n ∈ {2 ; 3 ; 4}, le reste de la division euclidienne de Fn+2

par Fn+1 est Fn, mais que ce n’est pas vrai pour n = 1.
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I.3.b On vérifie par une récurrence double immédiate que Fn est un entier pour
tout n ∈ N. En admettant, comme l’invite l’énoncé, que la suite (Fn)n>2 est stricte-
ment croissante, on peut écrire, pour tout entier n > 2,

Fn+2 = Fn+1 × 1 + Fn et 0 6 Fn < Fn+1

Par unicité du quotient et du reste de la division euclidienne, il s’ensuit que

Pour tout n > 2, le reste de la division euclidienne de Fn+2 par Fn+1 est Fn.

Le résultat admis dans l’énoncé, la stricte croissance de (Fn)n>2, se démontre
aisément par récurrence. Notons P(n) les inégalités 0 < Fn < Fn+1, pour
tout n > 2.

• P(2) est vraie puisque 0 < F2 = 1 < F3 = 2.

• P(n) =⇒P(n+ 1) : soit n > 2, supposons P(n) vraie et démontrons
P(n+ 1). Alors Fn+1 > Fn > 0 d’où Fn+1 > 0 et

Fn+2 − Fn+1 = Fn > 0

donc P(n+ 1) est vraie.

• Conclusion : pour tout n > 2, P(n) est vraie, d’où Fn+1 > Fn.

Pour n > 3, après un tour de boucle, les valeurs u = Fn+2 et v = Fn+1 sont
remplacées par u = Fn+1 et v = Fn. Par conséquent, il vient la relation de récurrence

∀n > 3 un = un−1 + 1

En remarquant que u2 = 2 à l’aide du tableau de la question précédente, on conclut

∀n > 2 un = n

I.3.c Soit n > 2. Le nombre vn de divisions euclidiennes effectuées par la fonction
gcd pour calculer le pgcd de Fn+2 par Fn+1 est égal à 2 × (Min (Fn+2,Fn+1) − 1)
soit 2 × Fn+1 − 2 puisqu’on réalise deux divisions euclidiennes pour chaque passage
dans la boucle for. En admettant que

Fn ∼
n→+∞

φn√
5

où φ =
1 +
√
5

2

on obtient l’équivalent vn ∼
n→+∞

2√
5
φn+1

Par conséquent,
un
vn

∼
n→+∞

√
5

2

n

φn+1

Comme φ > 1, cela entraîne par croissances comparées que lim
n→+∞

un
vn

= 0 donc

Quand n→ +∞, un = o(vn).

Rappelons ici comment retrouver l’équivalent de Fn en +∞ donné par
l’énoncé. La suite (Fn)n>0 est solution d’une équation de récurrence linéaire
double à coefficients constants, d’équation caractéristique associée

(EC) r2 − r − 1 = 0
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Ce corrigé est proposé par Damien Garreau (ENS Ulm) ; il a été relu par Loïc De-
villiers (ENS Cachan) et Benjamin Monmege (Enseignant-chercheur à l’université).

Ce sujet est consacré à l’étude des matrices à coefficients positifs, et plus précisé-
ment à certaines sous-classes de ces matrices : les matrices primitives et irréductibles.

• Dans la première partie, on montre que les itérés d’une matrice convergent
vers 0 lorsque le rayon spectral de cette matrice est strictement inférieur à 1.
Les résultats nécessaires concernant les normes matricielles sont redémontrés.
Les résultats de cette première partie ne sont utilisés que dans la partie IV.

• La deuxième partie introduit la notion de chemin dans une matrice positive.
Les résultats de cette partie sont utilisés constamment dans la suite du sujet :
il est nécessaire de bien les comprendre.

• Une matrice telle que Am > 0 pour un certain m est dite primitive. On montre
dans la troisième partie que m 6 n2 − 2n + 2, et que cette borne est atteinte
au sens où il existe une matrice primitive Wn telle que Wn

n2−2n+1 n’est pas
strictement positive.

• La quatrième partie est consacrée à l’étude des puissances d’une matrice pri-
mitive. On montre à la fin de cette partie que le rayon spectral d’une matrice
primitive est une valeur propre simple.

• Dans la partie V, on introduit la notion de matrice irréductible, qui est un peu
plus faible que celle de matrice primitive. Quelques propriétés et caractérisa-
tions des matrices irréductibles sont démontrées, dont certaines sont utilisées
dans la dernière partie.

• La partie VI concerne les matrices imprimitives, c’est-à-dire irréductibles mais
non primitives. Le coefficient d’imprimitivité est un entier qui mesure ce « dé-
faut ». Le théorème de Perron-Frobenius est admis et utilisé pour démontrer un
résultat de Romanovsky (1936) qui relie le coefficient d’imprimitivité au plus
grand diviseur commun des longueurs des circuits passant par un indice donné.

Ces six parties sont de difficulté à peu près constante. Le théorème du rang et le
théorème de Cayley-Hamilton sont les principaux outils utilisés. L’ensemble est trop
long pour espérer le terminer dans le temps imparti. Le sujet est intéressant : il amène
à démontrer un résultat moderne en admettant un résultat classique, le théorème de
Perron-Frobenius. Il peut toutefois être déroutant dans la mesure où il considère les
matrices d’une manière inhabituelle pour un sujet de concours, mais qui prend tout
son sens dans le cadre de la théorie des probabilités, où une matrice positive (conve-
nablement renormalisée) est associée aux probabilités de transition d’une chaîne de
Markov sur un graphe. Il est probable que ce point de vue sera de nouveau exploité
par de futurs sujets.
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Indications

I.A.1 Ne pas oublier de montrer que N est une norme.
I.B.1 Calculer T̂.
I.B.2 Remarquer que ‖A‖ = N(T̂).
II.C Remarquer que (Am)ℓ = Amℓ.

III.A Se servir de la question II.B.
III.B.1 Construire un exemple avec n = 2.
III.B.4 Appliquer le résultat de la question III.B.3 à la matrice Ak.
III.B.5 Utiliser la question III.B.4.
III.C.1 Calculer le déterminant en développant par rapport à la première colonne.
III.C.2 Utiliser la question III.C.1.
III.C.3 Se servir de la question III.C.1.

III.D.1 Remarquer que a(kn+1)
i,i = 0, puis utiliser la question III.B.3 pour aboutir à

une contradiction.
III.D.2.b Utiliser la question II.C.

IV.A.1 Montrer que H est un hyperplan grâce au théorème du rang, puis utiliser
la propriété (Xu | v) = (u | tX v) pour montrer que H =

t
∆.

IV.A.2 Montrer que L est une projection, puis que Im (L) = D et Ker (L) = H.
IV.A.3 Utiliser t

y x = 1.
IV.C Calculer Tr [((1/r)A)

m
].

V.A.2 Utiliser la question II.A.
V.A.3 Chercher un exemple avec n = 2.
V.A.5 Raisonner par l’absurde. Utiliser le fait qu’une matrice dont toutes les va-

leurs propres sont nulles est nilpotente, puis construire un chemin de lon-
gueur arbitrairement grande.

V.B.2 Si une ligne de A est nulle, alors elle est nulle pour tous les Am avecm ∈ N∗.
V.C.1 Construire un chemin de longueur n − 1 entre i et j en remarquant qu’on

peut concaténer des chemins de longueur a et b pourvu que le point d’arrivée
du premier soit le point de départ du second, et que la longueur du chemin
obtenu est alors a+ b.

V.C.2 Pour tous j et k, montrer qu’il existe un chemin de j à k passant par i, puis
considérer la longueur maximale m de tels chemins. Compléter ensuite ces
chemins pour qu’ils soient tous de longueur m et montrer que Am > 0.

VI.A Décrire précisément le spectre de A, puis écrire Tr (Am). Utiliser le fait que
la somme des ωmh pour 0 6 h 6 p−1 est nulle si m n’est pas multiple de p.

VI.B.2 Calculer directement le déterminant en développant par rapport à la pre-
mière colonne, puis remarquer que Zn

n = 2Zn.
VI.C.1 Écrire les coefficients du polynôme caractéristique en fonction des fonctions

symétriques élémentaires. Remarquer que celles-ci sont à la fois homogènes
et invariantes par permutation.

VI.C.2 Remarquer que βkj = 1, puis utiliser le fait que r annule χA.
VI.D.3 Montrer que Li ⊂ {kp | k ∈ N}.

VI.D.4.a Séparer le produit en un produit sur H multiplié par un produit sur le
complémentaire de H, puis utiliser la définition de H.

VI.D.4.c Utiliser les questions VI.D.4.a et VI.D.4.b.
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I. Si ρ(A) < 1, alors lim
m→+∞

Am = 0

I.A.1 Montrons que l’application N: Mn(K) −→ R+ est une norme.

• Soit A ∈Mn(K) telle que N(A) = 0. D’après la définition de N,

∀1 6 i 6 n
n∑

j=1

|ai,j | = 0

Comme tous les termes de cette somme sont positifs, ai,j = 0 pour tous i et j.
On en déduit A = 0.

• Soient λ ∈ K et A ∈Mn(K). On a

N(λA) = Max
16i6n

n∑
j=1

|λai,j | (par définition)

= Max
16i6n

n∑
j=1

|λ| |ai,j | (par homogénéité de |·|)

= Max
16i6n

|λ|
n∑

j=1

|ai,j | (par linéarité)

= |λ| Max
16i6n

n∑
j=1

|ai,j | (car |λ| > 0)

et donc N(λA) = |λ|N(A)

• Soient A et B deux éléments de Mn(K). On a

N(A + B) = Max
16i6n

n∑
j=1

|ai,j + bi,j| (par définition)

6 Max
16i6n

n∑
j=1

(|ai,j |+ |bi,j |) (inégalité triangulaire)

6 Max
16i6n

n∑
j=1

|ai,j |+ Max
16i6n

n∑
j=1

|bi,j|

par suite N(A + B) 6 N(A) + N(B)

La séparation, l’homogénéité et l’inégalité triangulaire sont vérifiées, N est une
norme sur Mn(K). Montrons maintenant qu’elle est sous-multiplicative. Soient A
et B ∈Mn(K),

N(AB) = Max
16i6n

n∑
j=1

|(AB)i,j |

= Max
16i6n

n∑
j=1

∣∣∣∣
n∑

k=1

ai,kbk,j

∣∣∣∣

N(AB) 6 Max
16i6n

n∑
j=1

n∑
k=1

|ai,kbk,j |

par l’inégalité triangulaire. Par conséquent,

N(AB) 6 Max
16i6n

n∑
k=1

[
|ai,k|

n∑
j=1

|bk,j |
]

6 Max
16i6n

n∑
k=1

[|ai,k|N(B)]

et finalement N(AB) 6 N(A)N(B)

Ainsi, L’application N est une norme sous-multiplicative sur Mn(K).
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I.A.2 Montrons que ‖ · ‖ est une norme.

• Soit A ∈ Mn(K) telle que ‖A‖ = N(Q−1AQ) = 0. D’après la question I.A.1,
la fonction N est une norme donc Q−1AQ = 0. Comme Q est inversible, A = 0.

• Soient A ∈Mn(K) et λ ∈ K. Alors

‖λA‖ = N(Q−1(λA)Q) = N(λ(Q−1AQ))

et d’après la question I.A.1, ‖λA‖ = |λ| ‖A‖.
• Soient A,B ∈Mn(K).

‖A+ B‖ = N(Q−1(A + B)Q) (définition de ‖ · ‖)
= N(Q−1AQ+Q−1BQ)

6 N(Q−1AQ) + N(Q−1BQ) (question I.A.1)

‖A+ B‖ 6 ‖A‖+ ‖B‖

Ainsi ‖ · ‖ est une norme. Montrons qu’elle est sous-multiplicative. Soient A
et B ∈Mn(K),

‖AB‖ = N(Q−1(AB)Q)

= N
(
(Q−1AQ)(Q−1BQ)

)

6 N(Q−1AQ)N(Q−1BQ) (question I.A.1)

‖AB‖ 6 ‖A‖‖B‖

L’application ‖ · ‖ est une norme sous-multiplicative sur Mn(K).

I.B.1 L’ensemble des matrices triangulaires supérieures est stable par multiplication

par des matrices diagonales. Comme ∆ et ∆−1 sont diagonales, T̂ est triangulaire
supérieure. Notons ti,j les éléments de la matrice T. Il est clair que

∆−1 = diag(1, δ−1, . . . , δ−(n−1))

Calculons T̂ = ∆−1T∆ =




t1,1 δt1,2 δ2t1,3 · · · δn−1t1,n
0 t2,2 δt2,3 · · · δn−2t2,n
...

. . .
. . .

...
...

. . . tn−1,n−1 δtn−1,n

0 · · · · · · 0 tn,n




Soit 1 6 i 6 n. Notons t̂i,j les éléments de la matrice T̂. Définissons

fi(δ) =
n∑

j=1

∣∣t̂i,j
∣∣ = |ti,i|+ δ |ti,i+1|+ · · ·+ δn−i |ti,n|

On remarque que les ti,i sont les valeurs propres de A, et par conséquent tous de
module strictement inférieur à 1, puisque ρ(A) < 1. On en déduit que fi(0) < 1 pour
tout i. Pour tout i, on déduit de la continuité des fi l’existence d’un réel strictement
positif δi tel que fi(δi) < 1. Soit δ = Min

16i6n
δi > 0. Comme fi est une fonction

croissante pour tout i, fi(δ) < 1. De plus, N(T̂) = Max
16i6n

fi(δ), ce qui prouve que

T̂ est triangulaire supérieure et on peut choisir δ tel que N(T̂) < 1.



86 Centrale Maths 2 MP 2016 — Corrigé
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Ce corrigé est proposé par Juliette Brun Leloup (Professeur en CPGE) ; il a été
relu par Tristan Poullaouec (Professeur en CPGE) et Sophie Rainero (Professeur
en CPGE).

Ce sujet étudie les marches aléatoires symétriques sur R : pour une suite (ak)k∈N∗

fixée de réels positifs, on part de la position 0 puis, à chaque étape k ∈ N∗, on choi-
sit de se déplacer aléatoirement à gauche ou à droite d’une longueur ak. Le sujet
comporte trois parties.

• La première partie établit deux résultats préliminaires. D’une part, on exprime
la valeur absolue d’un réel sous la forme d’une intégrale en étudiant une inté-
grale à paramètre. D’autre part, on détermine un équivalent de la suite d’inté-
grales (un)n∈N∗ définie par

∀n ∈ N∗ un =

∫ +∞

0

1− (cos t)n

t2
dt

On a recours aux théorèmes classiques de convergence dominée et de dérivation
sous le signe intégrale.

• La deuxième partie étudie la marche aléatoire à pas constant définie par

∀n > 1 Sn =
n∑

k=1

Xk avec P(Xk = 1) = P(Xk = −1) = 1/2

On montre que E(|Sn|) = 2un/π pour tout n ∈ N∗ et que la suite (Sn/n)n∈N∗

converge presque sûrement vers 0. Cette partie nécessite de savoir calculer des
espérances et manipuler des événements liés à des variables aléatoires.

• La troisième partie généralise la marche précédente en définissant

∀n > 1 Tn =
n∑

k=1

akXk avec P(Xk = 1) = P(Xk = −1) = 1/2

où (ak)k∈N∗ est une suite de réels positifs. L’étude probabiliste est limitée à trois
questions et est utilisée pour étudier la suite d’intégrales (Jn)n∈N∗ définie par

∀n > 1 Jn =

∫ +∞

0

1

t2

[
1− cos(t) cos

( t
3

)
· · · cos

( t

2n− 1

)]
dt

Les réponses à ces questions nécessitent de longs calculs.

Ce problème permet de bien réviser le calcul intégral et les probabilités. Le rapport
de l’épreuve souligne d’ailleurs un traitement trop superficiel de la deuxième partie et
insiste sur le fait que « les probabilités doivent être étudiées avec la même application
que le reste du programme ».
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Indications

Partie I

I.A.1 Commencer par prouver que
∣∣(1− cos(t)

)
/t2
∣∣ 6 1/2 pour tout t ∈ R grâce à

l’inégalité de Taylor-Lagrange appliquée à la fonction cos.
Pour la continuité, écrire la fonction f comme somme de deux intégrales,
l’une sur ] 0 ; 1 ], l’autre sur [ 1 ; +∞ [.
Pour la dérivabilité, établir le résultat sur tout intervalle de la forme [ a ; +∞ [
avec a > 0.

I.A.2 Appliquer le théorème de convergence dominée en se servant des majorations
établies à la question précédente.

I.A.3 Écrire f ′′(x) comme une somme d’intégrales. Pour calculer celle qui pose
problème, on effectuera deux intégrations par parties successives.
Trouver ensuite une primitive de f ′′ puis identifier la constante à l’aide de la
question I.A.2.

I.A.4 Dériver la fonction g : x 7−→ x ln(x) − (x/2) ln(x2 + 1) − Arctan (x) + π/2
sur ] 0 ; +∞ [. Considérer sa limite en +∞ pour montrer que f = g.

I.A.5 Distinguer les cas s = 0 et s 6= 0. Dans ce dernier cas, utiliser le changement
de variable u = |s| t pour faire apparaître f(0).

I.B.1 Montrer que la fonction hn : t 7−→ [1− (cos(t))n] /t2 est continue sur ] 0 ; +∞ [,
prolongeable par continuité en 0 et que |hn(t)| 6 2/t2 pour tout t > 0.

I.B.2 Pour le calcul de u2, utiliser la formule cos2(t) = (1+cos(2t))/2 et le résultat
de la question I.A.5.

I.C.1 Procéder au changement de variable t =
√
2u/n dans le calcul de vn.

I.C.2 Montrer tout d’abord que |tn − 1| 6 n |t− 1| pour t ∈ [ 0 ; 1 ]. Appliquer en-
suite ce résultat à cos(t) pour t ∈ R. Utiliser enfin l’inégalité |cos t− 1| 6 t2/2.

I.C.3 Appliquer le théorème de convergence dominée en utilisant la question I.C.2
pour majorer la fonction considérée sur ] 0 ; 1 ] par u 7−→ 1/

√
u intégrable sur

] 0 ; 1 ]. Puis penser à l’équivalent suivant ln(cos(x)) ∼
x→0

cos(x)−1 ∼
x→0
−x2/2.

I.C.4 Calculer ℓ à l’aide d’une intégration par parties puis utiliser le résultat de la
question I.C.1.

Partie II

II.A.2 Noter que cos(S) et cos(T), ainsi que sin(S) et sin(T), sont des variables
indépendantes puis démontrer que E(sin(T)) = 0.

II.A.3 Raisonner par récurrence en utilisant le résultat de la question II.A.2.

II.A.4 Appliquer le théorème de transfert et le résultat de la question I.A.5 pour
faire apparaître E(cos(Snt)). Conclure en utilisant la question II.A.3.

II.A.5 Utiliser la question II.A.4 puis, à l’aide de la formule des probabilités totales
et du théorème de transfert, exprimer E(|S2n+2|) en fonction de E(|S2n+1|).

II.B.2 Appliquer l’inégalité de Markov à la variable aléatoire Un.

II.B.3 Écrire Zn comme union dénombrable d’événements. Majorer ensuite P(Zn)
par le reste d’une série convergente en utilisant la question II.B.2.

II.B.4 Commencer par montrer que P(Z) = 0 puis étudier la convergence de la
suite (Un)n∈N sur Ωr Z.
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Partie III

III.A.1 Utiliser le système complet d’événements ((Xn+1 = 1), (Xn+1 = −1)) pour
calculer P(Tn+1 = v).

III.A.2 Utiliser l’inégalité de Cauchy-Schwarz pour majorer E(|Tn|)2 par E(Tn
2).

Calculer cette quantité et montrer qu’elle est majorée.

III.A.3 Utiliser le système complet d’événements ((X1 = 1), (X1 = −1)) pour cal-
culer P(Tn = v) en fonction des événements associés à la variable aléatoire

V1 =
n∑

k=2

akXk.

III.B.1 Montrer que la fonction qui est intégrée est prolongeable par continuité en 0
et majorée par la fonction t 7−→ 2/t2 sur [ 1 ; +∞ [.
Calculer ensuite E(|Tn|) de la même façon que E(|Sn|) à la question II.A.4
et montrer que Jn = π/2 ·E(|Tn|). Utiliser les résultats des questions III.A.1
et III.A.2 pour conclure.

III.B.2 Se référer au résultat de la question III.A.3 pour conclure que Jn = π/2 pour
1 6 n 6 7. En reprenant les calculs de la question III.A.1, montrer que

E(|Tn+1|)− E(|Tn|) > 0⇐⇒ Tn(Ω) ∩ ]−an+1 ; an+1 [ 6= ∅

Considérer ensuite αn = min(Tn(Ω) ∩ [ 0 ; +∞ [) et montrer que αn < an+1

pour n > 7. Pour cela, démontrer que αn 6
1

2(2n+ 1)
pour n > 8 et n pair

ainsi que pour n > 11 et n impair.
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I. Suites et intégrales

I.A.1 La fonction cos est de classe C 2 sur R. On a cos′ = − sin et cos(2) = − cos.
De plus, on a

∣∣cos(2)(t)
∣∣ 6 1 pour t ∈ R. D’après l’inégalité de Taylor-Lagrange,

∀t ∈ R |cos(t)− 1| 6 t2

2

Dès lors,
∣∣(1− cos(t)

)
/t2
∣∣ 6 1/2 pour tout t > 0. La fonction cos étant bornée par 1

sur R, on a également

∀t > 0

∣∣∣∣
1− cos(t)

t2

∣∣∣∣ 6
1 + |cos(t)|

t2
6

2

t2

Posons ensuite ∀ (x, t) ∈ R+ × ] 0 ; +∞ [ g(x, t) =
1− cos(t)

t2
e−xt

• Pour tout x ∈ R+, la fonction t 7−→ g(x, t) est continue sur ] 0 ; +∞ [.

• Pour tout t ∈ R∗
+, la fonction x 7−→ g(x, t) est continue sur [ 0 ; +∞ [.

• Soit x ∈ R+. Pour tout t ∈ ] 0 ; 1 ], |g(x, t)| 6 e−xt/2 6 1/2. La fonction
t 7−→ 1/2 est positive, continue par morceaux et intégrable sur ] 0 ; 1 ]. D’après

le théorème de continuité sous le signe intégrale, la fonction x 7−→
∫ 1

0

g(x, t) dt
est donc définie et continue sur R+.

• Soit x ∈ R+. Pour tout t ∈ [ 1 ; +∞ [, |g(x, t)| 6 2/t2. La fonction t 7−→ 2/t2 est
positive, continue par morceaux et intégrable sur [ 1 ; +∞ [. D’après le théorème

de continuité sous le signe intégrale la fonction x 7−→
∫ +∞

1

g(x, t) dt est donc
définie et continue sur R+. Par somme,

La fonction f est définie et continue sur R+.

Montrons que f est de classe C 2 sur [ a ; +∞ [ avec a > 0.

• Pour tout t > 0, la fonction x 7−→ g(x, t) est de classe C 2 sur [ a ; +∞ [ et

∀x ∈ [a ; +∞ [
∂g

∂x
(x, t) = −1− cos(t)

t
e−xt et

∂2g

∂x2
(x, t) = (1 − cos(t))e−xt

• Soit x ∈ [ a ; +∞ [. Les fonctions t 7−→ ∂g

∂x
(x, t) et t 7−→ ∂2g

∂x2
(x, t) sont continues

sur ] 0 ; +∞ [.

• Soit x ∈ [ a ; +∞ [. En utilisant les inégalités précédemment démontrées sur la
fonction t 7−→ 1− cos(t), on obtient

∀t ∈ ] 0 ; +∞ [

∣∣∣∣
∂g

∂x
(x, t)

∣∣∣∣ 6
t

2
e−at et

∣∣∣∣
∂2g

∂x2
(x, t)

∣∣∣∣ 6 2e−at

Les fonctions t 7→ t

2
e−at et t 7→ 2e−at sont positives et continues sur ] 0 ; +∞ [.

En outre, par croissances comparées,

t

2
e−at = o

t→+∞

(
1

t2

)
et 2e−at = o

t→+∞

(
1

t2

)

La fonction t 7−→ 1/t2 est intégrable sur [ 1 ; +∞ [ comme intégrale de Riemann.
Par comparaison de fonctions positives, les deux fonctions sont donc intégrables
sur ] 1 ; +∞ [ puis sur ] 0 ; +∞ [.
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Centrale Informatique commune MP 2016 —
Corrigé

Ce corrigé est proposé par Cyril Ravat (Professeur en CPGE) ; il a été relu
par Jean-Julien Fleck (Professeur en CPGE) et Benjamin Monmege (Enseignant-
chercheur à l’université).

Ce sujet d’informatique s’intéresse aux méthodes de prévention des collisions
aériennes. Il est découpé en trois parties indépendantes de longueurs très différentes.

• La première partie traite des plans de vol et de la gestion d’une base de données
contenant les indications de chaque vol. Toutes les questions portent sur les
bases de données ; leur difficulté est progressive. Cette partie donne un bon
aperçu des connaissances attendues dans ce domaine.

• La deuxième partie aborde le choix des niveaux de vol. Elle introduit pour
cela un graphe pondéré non orienté. Cette notion n’est pas explicitement au
programme, car elle ne figure que dans les activités facultatives de deuxième
année ; néanmoins, tout le vocabulaire associé (arête, sommet, valuation) est
rappelé par l’énoncé et la traduction du graphe sous forme de matrice d’ad-
jacence est entièrement donnée. Remarquons cependant que les candidats en
MP option informatique avaient un net avantage sur les autres, puisque cette
notion est au programme de l’option.
L’objet de cette partie est l’écriture de fonctions élémentaires codant un al-
gorithme de minimisation d’un coût global. Les questions de programmation
demandent du soin, notamment quand elles utilisent des listes de listes, mais ne
posent pas de difficulté conceptuelle majeure. Pour chaque fonction, l’énoncé
demande de calculer sa complexité. La partie s’achève avec l’algorithme du re-
cuit simulé (un classique de l’optimisation), qui est entièrement décrit et qu’il
faut convertir en fonctions dans le langage Python.

• La troisième partie décrit les grandes lignes du système de prévention auto-
matique de collisions TCAS. Cette partie est dans l’ensemble beaucoup moins
claire que la précédente. Le système est composé d’un certain nombre de boîtes
noires dont on ne comprend pas toujours l’intérêt. Les questions de la première
sous-partie, reliées à la représentation des nombres, sont plutôt simples. La
deuxième sous-partie consiste à calculer le temps avant collision et commence
par deux questions de mécanique élémentaire. La troisième sous-partie contient
à nouveau de la programmation Python. La dernière sous-partie, beaucoup
moins intéressante que le reste de l’épreuve, est faite de questions qualitatives,
simplistes ou mal posées, sur le temps d’exécution de l’algorithme global. On
ne sait pas trop ce qui est évalué dans ces questions.

Ce problème présente des questions d’intérêt inégal. De nombreuses questions de
programmation sont cependant intéressantes, notamment dans la deuxième partie.
Notons qu’il ne fait appel qu’au programme de première année et que les techniques
d’ingénierie numérique ne sont pas abordées.
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Indications

Partie I

I.A La fonction comptant un nombre d’enregistrements est COUNT(*).

I.B La sélection exploite des informations présentes dans deux tables : il faut
réaliser une jointure.

I.D Il faut joindre deux fois la table vol : il est nécessaire de la renommer pour
distinguer chaque occurrence (on peut s’inspirer de la question précédente).

Partie II

II.A.1 Il s’agit d’une double itération, donc de deux boucles imbriquées. Attention
à ne pas tout compter en double...

II.B.2 La structure de l’algorithme est proche de celle de la question II.A.1, mais
avec des compteurs variant sur le nombre de vols. Penser à utiliser les indi-
cations de l’énoncé sur les liens entre s, rk et k.

II.C.1 Rechercher les sommets non supprimés et ajouter le coût correspondant. Que
leur état soit égal à 1 ou à 2 n’intervient pas.

II.C.2 Il s’agit d’une recherche de minimum, algorithme simple à connaître. Penser
à ne parcourir que les sommets ni supprimés ni déjà choisis.

II.C.3 Il faut se demander si l’on sait combien d’itérations l’algorithme doit effectuer.
La boucle doit être précédée de l’initialisation des variables (liste des états et
des régulations) ; son contenu est très bien décrit dans l’énoncé.

II.D La modification aléatoire de rk peut être longue à écrire : penser à une per-
mutation circulaire d’une ou deux cases sur un total de trois peut permettre
d’obtenir un code plus simple.

Partie III

III.B.1 Le référentiel d’étude R0 est défini à la question III.A.3. Il est lié à l’avion
propre, qui y est donc immobile.

III.B.2 tc est l’instant où la norme de
−−→
OG est minimale.

III.C.1 L’ensemble de l’algorithme est donné dans l’énoncé. Il faut commencer par
chercher l’avion intrus dans la liste et effectuer les traitements prévus lors-
qu’on le trouve. Si chaque possibilité de traitement se conclue par un return,
la sortie de la boucle de recherche correspond à un avion absent de la liste.

III.C.2 Supprimer l’avion à traiter de la liste avant de la parcourir permet de sim-
plifier et de systématiser le traitement.

III.C.3 Cette question ne présente aucune difficulté, si ce n’est de relire l’introduction
de cette partie (pages 4 et 5) et d’avoir bien compris ce que réalisent les
différentes fonctions écrites aux questions précédentes.
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I. Plan de vol

I.A L’énoncé spécifie que l’on peut comparer une date et une heure avec une chaîne
de caractères équivalente. De plus, l’opérateur d’agrégation permettant de compter
le nombre d’enregistrements est COUNT(*). On peut ainsi écrire :

SELECT COUNT(*) FROM vol WHERE jour=’2016-05-02’ AND heure<’12:00’

I.B Les informations à utiliser sont contenues dans deux tables : on doit afficher
des identifiants de vol id_vol contenus dans la table vol et faire la sélection en
particulier sur ville, dans la table aeroport. Il faut donc réaliser une jointure, c’est-
à-dire l’assemblage des lignes correspondantes dans les deux tables. La condition de
jointure est par conséquent depart=id_aero. On obtient :

SELECT id_vol FROM vol JOIN aeroport ON depart=id_aero

WHERE ville=’Paris’ AND jour=’2016-05-02’

Dès que l’on utilise deux tables dans la même requête, il y a un risque de
nom identique pour deux colonnes. Ce n’est pas le cas ici, mais si les co-
lonnes id_vol et id_aero s’appelaient toutes les deux id, alors le système
ne pourrait pas comprendre la requête si on ne précise pas de quel id il
s’agit. Il faudrait alors écrire respectivement vol.id et aeroport.id. Il est
par ailleurs possible d’écrire ici vol.id_vol, mais cela n’apporte rien.

I.C Cette requête réalise une double jointure entre la table vol et deux fois la table
aeroport, afin d’associer à chaque vol la ville et le pays des deux aéroports concernés.
Elle sélectionne ensuite les vols du 2 mai 2016 allant d’un aéroport français à un autre
aéroport français.

Cette requête liste les vols nationaux français du 2 mai 2016.

I.D Il est nécessaire d’utiliser deux fois la table vol. Comme dans l’exemple donné
à la question précédente, il faut renommer les tables. Les conditions de jointure et
de sélection sont ici exceptionnellement proches, au point que plusieurs solutions
sont possibles en déplaçant les conditions du ON vers le WHERE ou inversement. Par
exemple, en considérant que l’on joint les tables pour les vols ayant lieu le même jour
au même niveau, puis que l’on sélectionne les vols ayant les mêmes points de départ
et d’arrivée, on a

SELECT v1.id_vol AS id1, v2.id_vol AS id2

FROM vol AS v1 JOIN vol AS v2

ON v1.jour=v2.jour AND v1.niveau=v2.niveau

WHERE v1.depart=v2.arrivee AND v1.arrivee=v2.depart

AND v1.id_vol<v2.id_vol

On aurait donc pu aussi joindre les tables à la condition d’aéroports
correspondants, et réaliser la sélection sur les égalités de jour et de niveau.
On pourrait même positionner les 4 égalités dans la condition de jointure.

La dernière inégalité dans la condition de sélection sert à n’afficher qu’une
seule fois chaque couple : sans elle, chaque couple de vols serait affiché deux
fois, avec id1 et id2 permutant leurs valeurs. Demander cette condition sup-
prime l’une des deux lignes. Les id_vol étant des chaînes de caractères, elles
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sont classiquement ordonnées suivant l’ordre lexicographique (ordre du dic-
tionnaire, prenant en compte chiffres et lettres). On pourrait aussi imaginer
utiliser l’ordre des heures de départ (AND v1.heure<v2.heure), mais avec
le risque de supprimer les couples de vols partant à la même heure (ou de
compter en double ces vols avec <=).

II. Allocation des niveaux de vol

II.A.1 L’énoncé demande de déterminer le nombre de conflits, c’est-à-dire le nombre
de cases non nulles dans la variable conflit : il faut utiliser deux boucles imbriquées,
une sur les lignes (éléments de conflit) et une sur les colonnes (éléments de chaque
élément de conflit). La principale difficulté est en réalité de ne parcourir qu’une
moitié du tableau, au-dessus ou au-dessous de la première diagonale. Il faut donc que
les bornes du compteur de la deuxième boucle dépendent de la valeur du compteur
de la première. On écrit ainsi

def nb_conflits():

N = len(conflit) # N vaut 3n

resultat = 0 # Résultat initialisé à zéro

for i in range(N): # Autre possibilité : range(1,N)

for j in range(i+1,N): # Autre possibilité : range(i)

if conflit[i][j] > 0:

resultat = resultat + 1

return resultat

Une autre possibilité est de parcourir l’ensemble de la grille, i et j allant
tous deux de 0 à N− 1. Bien sûr, le résultat sera le double de celui recherché,
il faudra donc penser à le diviser par deux. Une telle réponse ne devrait
normalement pas être pénalisée, car la complexité reste du même ordre que
celle de la fonction écrite ci-dessus.

Si on préfère rester sur le parcours d’une moitié de tableau, autant faire
attention à ne pas prendre en compte la diagonale : c’est pour cela que j
commence à i + 1 (ou s’arrête à i − 1 dans la variante). La diagonale ne
contient cependant que des zéros, les comptabiliser ne change pas le résultat.

II.A.2 Avant la première boucle, il y a deux opérations de complexité indépen-
dante de la taille de conflit. À l’intérieur des deux boucles entièrement imbri-
quées, il n’y a aussi que des opérations de complexité constante. Le calcul de com-
plexité revient donc à un calcul de nombre d’itérations de la deuxième boucle.
Lorsque i vaut 0, elle est exécutée N − 1 fois. Lorsque i vaut 1, elle est exécutée
N − 2 fois, et ainsi de suite : le nombre total d’opérations à effectuer peut s’écrire
k1 + k2 ((N− 1)+ (N− 2)+ · · ·+1+0) = k1 + k2 (N− 1)(N− 2)/2. Comme N = 3n,

La complexité de la fonction nb_conflits est en O(n2).

On attend pour un calcul de complexité, et plus particulièrement pour le
premier calcul de ce genre dans une épreuve, qu’il soit précisément justifié. En
particulier, il ne faut pas se contenter de « Il y a deux boucles donc O(n2). » Le
calcul faisant apparaître la somme et sa transformation en produit doit être
présent. On pourra en revanche aller plus vite sur les justifications suivantes.
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Centrale Informatique optionnelle MP 2016

Corrigé

Ce corrigé est proposé par Vincent Puyhaubert (Professeur en CPGE) ; il a été
relu par Benjamin Monmege (Enseignant-chercheur à l’université) et Guillaume Ba-
tog (Professeur en CPGE).

Cette épreuve est intégralement consacrée à l’étude et l’implémentation du tri lisse
(de son nom anglais smooth-sort). Il s’agit d’un algorithme de tri particulièrement
efficace puisque sa complexité est quasi-linéaire dans le pire cas, tout en corrigeant
certains défauts du tri par tas (heap-sort) dont il est inspiré. Il est notamment efficace
sur les listes partiellement triées, ce qui n’est pas le cas de la plupart des algorithmes
de tri classiques ; le tri rapide (quicksort), en particulier, atteint sa pire complexité
sur ce type de données.

Le sujet comporte trois parties.

• De manière assez originale, la première partie ne comporte aucune question !
Elle présente simplement la problématique et les notations utilisées.

• La deuxième partie constitue l’essentiel de l’épreuve. Elle permet l’implémen-
tation du tri lisse en utilisant une structure extérieure sous forme de liste de tas
binaires parfaits. Le fonctionnement est assez similaire au tri par tas : les élé-
ments à trier sont insérés les uns après les autres dans ce type de structure,
puis extraits un à un, cette fois dans l’ordre croissant. Puisque l’on manipule
essentiellement des listes, on utilise exclusivement la programmation récursive
et des structures de données persistantes.
L’algorithme est relativement bien présenté et l’auteur du sujet a fait preuve
d’une bonne pédagogie en faisant traiter à la main de nombreux exemples.
Les questions de complexité sont omniprésentes et deux questions demandent
une preuve de correction d’un programme.

• La troisième partie ne demande quasiment que l’écriture de codes. Il s’agit de
réécrire la totalité des fonctions de la deuxième partie en utilisant une nouvelle
structure extérieure moins gourmande en espace. Les données à trier sont cette
fois stockées dans un tableau, et l’on procède essentiellement par permutation
sur les éléments du tableau.

Le sujet est très bien écrit, malgré quelques petites coquilles sans importance dans
la dernière partie. Il a l’avantage de s’inscrire parfaitement dans l’esprit des nouveaux
programmes de l’option informatique en prépa en faisant manipuler des structures
de données fines. En ce sens, il est grandement conseillé de s’y intéresser.
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Indications

II.A.1 Écrire une fonction récursive qui compare l’élément à insérer avec la tête de
la liste.

II.A.2 Procéder de manière récursive en triant la queue, puis en insérant la tête
dans la queue triée.

II.A.3 Examiner les cas de listes triées par ordres croissant et décroissant.

II.B.1 Justifier les égalités mk+1 = 2mk + 1 et mk = 2k − 1 pour tout entier k.

II.B.2 Il suffit de renvoyer la racine.

II.B.3 Il n’y a que trois éléments bien choisis du quasi-tas à considérer. Renvoyer
le plus petit des trois.

II.B.4 Dans le cas général, permuter la racine avec le plus petit de ses fils et lancer
un appel récursif dans le sous-arbre modifié.

II.C.1 Écrire chaque valeur à décomposer comme somme des quantités

m1 = 1 m2 = 3 m3 = 7 m4 = 15 m5 = 31 m6 = 63

II.C.2 Utiliser la relation de récurrence obtenue à la question II.B.1.

II.C.3 Implémenter directement une fonction récursive en utilisant la « relation de
récurrence » de la question précédente.

II.D.1.a Remarquer qu’un tas de hauteur k contient O(log2 k) éléments.

II.D.1.b Remarquer que dans une décomposition parfaite, on a nécessairement l’in-
égalité kr > r − 1, et en déduire une majoration de long(h) en fonction de
la quantité log2 |h|.

II.D.2.a Dans le premier cas, il n’y a rien à faire. Dans le second, fusionner les trois
premiers arbres de la liste, puis appliquer une percolation.

II.D.2.b S’inspirer de l’exemple précédent en distinguant notamment le cas où la
liste h débute par deux arbres de même taille.
Pour la preuve de la correction, utiliser la question II.C.2.

II.D.2.c Implémenter directement le pseudo-code de la question précédente.

II.D.3.a Justifier que dans le cas d’une liste triée, toutes les percolations sont de
coût constant.

II.D.3.b Justifier que chaque ajout est de coût O(log2 n).

II.E.2.b Faire un dessin !

II.E.3 Procéder à des permutations des racines de la gauche vers la droite jusqu’à
rencontrer la situation du II.E.2.a.

II.E.4 Généraliser le procédé utilisé sur les exemples.

II.E.5 Suivre l’algorithme en pseudo-code de la question précédente.

II.E.6 Procéder via insere_quasi par insertions successives des tas de h dans une
liste initialement vide.

II.E.7 Utiliser les résultats des questions II.E.4 et II.D.1.

II.F.1 Remarquer que insere_quasi ne modifie pas la structure des arbres insérés
et conserve RO.

II.F.2 Justifier que la complexité est un O(log2 |h|) à l’aide à nouveau des résultats
de la question II.1.D.
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II.F.3 La question précédente décrit ce qu’il faut faire dans le cas général. Il reste
à étudier le cas d’un arbre réduit à la racine pour en déduire une implémen-
tation par une fonction récursive.

II.F.4 Examiner le nombre d’appels récursifs effectués par la fonction de la question
précédente.

II.G.1 Combiner les fonctions précédentes.

II.G.2 Donner un ordre de grandeur de la somme des coûts des trois fonctions
constr_liste_tas, tri_racines et extraire.

II.G.3 Étudier soigneusement la forme de la liste de tas renvoyée par la fonction
constr_liste_tas lorsque la liste est triée pour justifier que tri_racines

s’exécute en coût logarithmique, et extraire en temps linéaire.

III.B Utiliser le dessin fourni par l’énoncé.

III.C Renvoyer à nouveau le minimum entre la racine du quasi-tas et ses deux fils,
en les récupérant « au bon endroit » dans le tableau associé.

III.D Procéder comme à la question II.B.4 en utilisant le champ taille de l’arbre
en argument pour savoir quand s’arrêter. On pourra implémenter la fonction
habituelle permettant de permuter deux éléments dans un tableau.

III.K Il n’est pas nécessaire de réécrire toutes les preuves. Comparer essentielle-
ment les différences de coût entre les versions de la partie II et leurs homo-
logues de la partie III.

III.L Justifier que les utilisations des fonctions percole_vect, ajoute_vect et
insere_quasi_vect sont à nouveau toutes de coût constant.

III.M Examiner l’occupation mémoire prise par la liste de tas h dans cette nouvelle
implémentation.
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II. Algorithme sur des arbres

II.A.1 L’implémentation se fait naturellement par une fonction récursive.

let rec insere x u =

match u with

[] -> [x]

|t::q -> if x <= t then x::u

else t::(insere x q) ;;

II.A.2 La fonction précédente permet de procéder au tri d’une liste de manière
récursive : on trie la queue de la liste par un appel récursif, puis on insère la tête dans
la queue triée. Le cas d’arrêt est celui d’une liste vide qui est bien entendu triée.

let rec tri_insertion = function

[] -> []

|t::q -> insere t (tri_insertion q) ;;

II.A.3 Le coût d’exécution de la fonction tri_insertion, dans le meilleur comme
dans le pire cas, est le coût cumulé de toutes les insertions effectuées lors des appels
récursifs. Notons que insere effectue au minimum une comparaison (sauf cas parti-
culier de la liste vide) et au maximum m comparaisons où m est la longueur de la
liste fournie en argument. On en déduit donc que

MI(n) > 0 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
n−1

= n− 1

et cette borne inférieure est atteinte lorsque la liste l est déjà triée. Par ailleurs,

PI(n) 6 0 + 1 + 2 + · · ·+ n− 1 =
n(n− 1)

2

et ce majorant est atteint lorsque la liste est triée dans l’ordre décroissant. Par suite,

MI(n) = n− 1 et PI(n) =
n(n− 1)

2

II.B.1 Procédons par récurrence sur k ∈ N∗ pour établir la propriété suivante :

P(k) : « Tout arbre binaire parfait de hauteur k est de taille 2k − 1. »

L’énoncé admet implicitement que tous les arbres parfaits de hauteur k sont
de même taille, ce qui n’est pas une conséquence immédiate de la définition.

• P(0) est vraie. En effet, seul l’arbre Vide est de hauteur 0, et il est par définition
de taille nulle.

• P(k) =⇒P(k + 1) : Supposons le résultat vrai pour k ∈ N∗ et considérons
cette fois un arbre a de hauteur k + 1. Ce n’est pas l’arbre vide, il est donc de
la forme Noeud(x,a1,a2) où a1 et a2 sont parfaits de même hauteur. Ainsi,

haut(a) = k + 1 = 1 +max{haut(a1), haut(a2)}
La hauteur commune de a1 et a2 vaut donc nécessairement k. L’hypothèse de
récurrence s’applique et prouve que ces deux sous-arbres sont de taille 2k − 1.
La définition même de la taille donne alors

|a| = 1 + |a1|+ |a2| = 1 +
(
2k − 1

)
+
(
2k − 1

)
= 2k+1 − 1

Ainsi, P(k + 1) est vraie.
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Ce corrigé est proposé par Denis Conduché (Professeur en CPGE) ; il a été relu
par Antoine Sihrener (Professeur en CPGE) et Benoît Chevalier (ENS Ulm).

Ce sujet porte sur l’inégalité de Hoffman-Wielandt, les valeurs propres des ma-
trices symétriques, et les matrices bistochastiques.

Une matrice stochastique est une matrice carrée à coefficients réels positifs dont
les sommes des éléments de chaque ligne valent 1. Les matrices bistochastiques sont
les matrices stochastiques dont la transposée est aussi stochastique. L’ensemble des
matrices bistochastiques est l’enveloppe convexe des matrices de permutation : c’est
le théorème de Birkhoff-Von Neumann, montré dans la partie B.

Le sujet est découpé en trois parties, la première servant d’introduction et les
deux autres étant assez indépendantes.

• La partie A s’intéresse à la matrice associée à la permutation circulaire, dite
matrice circulante. Cette partie fait intervenir de la réduction sur C, des racines
n-ièmes de l’unité et des probabilités liées aux chaînes de Markov, tout en
restant très élémentaire. Les méthodes mises en œuvre et les résultats obtenus
sont classiques.

• La partie B étudie la géométrie de l’ensemble Bn des matrices bistochastiques
dans Mn(R). Bn est un convexe compact, et ses points extrémaux sont exac-
tement les matrices de permutation. Les raisonnements sont souvent algorith-
miques, et se formalisent par des récurrences.

• La partie C s’intéresse aux matrices symétriques et à l’inégalité de Hoffman-
Wielandt, qui permet de majorer la distance entre les valeurs propres de deux
matrices symétriques. La dernière question introduit la distance de Wasserstein,
ou earth mover’s distance (EMD) entre deux mesures de probabilité. Choisir
une distance pertinente est un problème clé de l’apprentissage statistique, ou
machine learning, et l’EMD convient. Un des enjeux de la recherche actuelle
est de baisser le coût machine – prohibitif – du calcul de cette distance.

Le sujet est difficile : malgré quelques questions plus abordables, il contient peu
d’algèbre linéaire classique et obligeait les candidats à manipuler des outils dont ils
avaient, en principe, peu l’habitude.
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Indications

Partie A

2 Résoudre les systèmes associés aux sous-espaces propres. Poser ω = e
2iπ
n pour

alléger les notations.

3 Utiliser la formule des probabilités totales.

4 Se ramener à l’étude de J, et diagonaliser A dans Cn.

5 Calculer la limite de Am en passant par la forme diagonale calculée en répondant
à la question précédente.

Partie B

6 Compacité : montrer que l’espace est fermé comme intersection d’images réci-
proques de fermés.

7 Diagonalisation : chercher un polynôme annulateur à racines simples.

8 Étudier les coefficients nuls de la matrice de Pn.

9 Tester sur un exemple, pour r petit. Une matrice a forcément un nombre fini
de coefficients.

10 Placer A sur un segment d’intérieur non vide inclus dans Bn. La matrice B est
un vecteur directeur de la droite sous-jacente.

11 Raisonner par l’absurde, en sommant les lignes liées au mineur nul.

12 Raisonner par l’absurde pour l’existence de A0, et faire un calcul direct pour
montrer qu’elle est bistochastique.

13 Raisonner par récurrence sur le nombre de coefficients non nuls.

14 Procéder par double inégalité pour montrer que Inf
M∈Pn

ϕ(M) = Inf
M∈Bn

ϕ(M).

Partie C

16 Utiliser le fait qu’une matrice symétrique réelle est diagonalisable.

17 Se rappeler que Tr (
t
AB) =

n∑
i=1

n∑
j=1

AijBij .

18 Utiliser le résultat de la question 14.

19 Considérer des variables aléatoires X et Y de lois respectives P1 et P2, puis la
matrice bistochastique Mij = nP(X = ai,Y = bj).
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A. Un exemple

1 • J est une matrice de permutation : Soit σ la permutation circulaire définie par

σ(1) = n et ∀i ∈ {2, . . . , n} σ(i) = i− 1

La matrice de permutation associée est J = Mσ. Ainsi,

J est une matrice de permutation.

• Valeurs propres de J : Soit χJ(x) le polynôme caractéristique de J.

χJ(x) = det(xIn − J) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x −1 0 · · · 0

0 x −1 . . .
...

...
. . .

. . .
. . . 0

0
. . .

. . . −1
−1 0 · · · 0 x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

En développant par rapport à la première colonne, on obtient

χJ(x) = x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x −1 (0)

0
. . .

. . .
...

. . .
. . . −1

0 · · · 0 x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

+ (−1)n+1(−1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−1 0 · · · 0

x −1 . . .
...

. . .
. . . 0

(0) x −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Les deux matrices carrées de taille n− 1 étant triangulaires, il vient

χJ(x) = xn + (−1)n+2+n−1 = xn − 1

L’ensemble des valeurs propres est donc l’ensemble des racines n-ièmes de l’unité, noté

Un =
{
e

2ikπ
n

∣∣∣ k ∈ {0, . . . , n− 1}
}

Finalement,

Les valeurs propres réelles de J sont −1 et 1 si n est pair, et 1 si n est impair.
Les valeurs propres complexes de J sont les racines n-ième de l’unité.

• Diagonalisabilité : Le polynôme caractéristique de J est scindé à racines simples
sur C, par conséquent

J est diagonalisable sur C.

2 Il reste à déterminer une base de chaque espace propre. Soit ω = e
2iπ
n ∈ Un. Soit

k ∈ [[ 0 ;n− 1 ]]. Notons Ek = Ker (ωkIn − J) le sous-espace propre de J associé à la
valeur propre ωk. Soit X =

t (
x1 · · · xn

)
∈ Cn. Comme

JX = J



x1
...
xn


 =




x2
...
xn
x1




il vient X ∈ Ek ⇐⇒





x2 = ωkx1
...

xn = ωkxn−1

x1 = ωkxn

⇐⇒ X ∈ Vect




1
ωk

...
ω(n−1)k



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La dernière égalité du système étant vérifiée car elle s’écrit x1 = ωnkx1, ce qui est
toujours vrai puisque ωn = 1. En notant

Xk =




1
ωk

...
ω(n−1)k




il vient Ek = Vect (Xk). Comme J est diagonalisable d’après la question 1, l’espace
est la somme directe des sous-espaces propres de J, d’où Cn =

⊕n−1
k=0 Ek. Ainsi,

(X0,X1, . . . ,Xn−1) forme une base de Cn de vecteurs propre de J.

La réduction de la matrice J permet de réduire toutes les matrices circulantes

A =




a0 a1 an−2 an−1

an−1 a0 a1 an−2

an−2
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

. . . a1
a1 an−2 an−1 a0



∈Mn(C)

On constate qu’une matrice circulante est un polynôme en J : A =
n−1∑
ℓ=0

aℓJ
ℓ.

Par conséquent elle a les mêmes sous-espaces propres Ek = Vect (Xk) que J,

pour les valeurs propres
n−1∑
ℓ=0

aℓω
kℓ.

3 Dans cette question et les deux suivantes, comme le suggère l’énoncé, toutes les
égalités de variables aléatoires seront notées modulo n, pour éviter d’avoir à distinguer
les cas i = 0 lorsqu’on parle de i− 1, et i = n lorsqu’on parle de i+ 1.

Puisque l’événement (X0 = 0) est de probabilité 1 et que la somme des probabilités
des (X0 = k) vaut 1, les événements (X0 = k) sont de probabilité nulle pour k 6= 0 :

U0 =
t (
1 0 · · · 0

)

Soit m ∈ N fixé et i ∈ Xm+1(Ω) = {0, . . . , n− 1}. La famille (Xm = k)k forme un
système complet d’événements, ainsi

P(Xm+1 = i) =
n−1∑
k=0

P((Xm+1 = i) ∩ (Xm = k))

Or P((Xm+1 = i) ∩ (Xm = k)) = 0 si k /∈ {i− 1, i+ 1} donc

P(Xm+1 = i) = P((Xm+1 = i) ∩ (Xm = i− 1))

+ P((Xm+1 = i) ∩ (Xm = i+ 1))

= P(Xm+1 = i |Xm = i− 1)P(Xm = i− 1)

+ P(Xm+1 = i |Xm = i+ 1)P(Xm = i+ 1)

De plus, P(Xm+1 = k − 1 |Xm = k) = P(Xm+1 = k + 1 |Xm = k) = 1/2

d’où P(Xm+1 = i) =
1

2
P(Xm = i− 1) +

1

2
P(Xm = i+ 1)
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Ce corrigé est proposé par Céline Chevalier (Enseignant-chercheur à l’université) ;
il a été relu par Guillaume Batog (Professeur en CPGE) et Sophie Rainero (Professeur
en CPGE).

L’objectif de ce problème est la démonstration du théorème taubérien de Hardy-
Littlewood-Karamata : si (αn)n∈N est une suite de nombres réels positifs tels que
pour tout x > 0, la série

∑
αne

−nx converge vers un réel noté fα(x), alors

lim
x→0

(xfα(x)) = ℓ ∈ [ 0 ; +∞ [ =⇒ lim
N→+∞

1

N

N∑
n=0

αn = ℓ

Ce problème est composé de quatre parties indépendantes :

• La partie A calcule l’intégrale

K =

∫ +∞

0

e−u

√
u

du

C’est un classique des intégrales à paramètre, avec toutefois des calculs à mener
astucieusement dans les questions 4 et 6.

• La partie B peut être vue comme une seconde partie préliminaire, qui aboutit
à l’équivalent

+∞∑
n=0

√
ne−nx ∼

x→0

√
π

2x3/2

Il s’agit d’un problème typique de séries de fonctions, sans difficulté particulière.

• La partie C s’intéresse aux suites de terme général αn = 1A(n) où A est une
partie de N. Si l’on note, pour tout n ∈ N, βn = Card ({k ∈ A | k 6 n}),
on prouve que

∀x > 0 fβ(x) =
fα(x)

1− e−x

On s’intéresse ensuite au cas particulier des entiers s’écrivant comme somme de
deux carrés non nuls. Cette partie demande de l’aisance dans la manipulation
des cardinaux et surtout de l’habitude pour reconnaître des produits de Cauchy.

• Si (αn)n∈N est la suite intervenant dans le théorème taubérien, la partie D
établit le résultat intermédiaire suivant (sans le donner) :

lim
x→0

x
+∞∑
n=0

αne
−nxψ (e−nx) = ℓ

∫ 1

0

ψ(t) dt

que l’on démontre successivement pour une fonction ψ polynomiale, puis conti-
nue, puis en escalier, puis continue par morceaux sur [ 0 ; 1 ]. On prouve enfin
le théorème recherché que l’on applique ensuite pour établir que le nombre de
décompositions d’un entier en somme de deux carrés vaut, en moyenne, π/4.

Ce problème est dans l’ensemble difficile : outre qu’il demande de bien maîtriser
les séries de fonctions et les intégrales à paramètre (ce qui en fait un bon problème
de révision sur ces sujets), certaines questions techniques sont ouvertes (la formule
n’est pas fournie) et bloquantes pour la suite (on ne peut plus avancer sans trouver
la formule).
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Indications

Partie A

2 Montrer que la fonction F est définie sur I.

3 Vérifier les hypothèses de dérivation des intégrales à paramètre.

4 Pour x ∈ I, calculer F(x) à l’aide d’une intégration par parties, en posant

a(u) =
e−u

u+ x
et b′(u) =

1√
u

Reconnaître alors F(x) et F′(x) dans le terme obtenu, en factorisant par

2e−u

(u + x)
√
u

dans la nouvelle intégrale, et en écrivant

u

(
1 +

1

u+ x

)
= (u + x) + (1− x)− x

u+ x

5 Calculer la dérivée de G puis intégrer le résultat obtenu.

6 Pour la limite en 0, effectuer le changement de variable t = u/x et vérifier les
hypothèses de la version continue du théorème de convergence dominée. Calculer
alors l’intégrale obtenue avec le changement de variable u =

√
t.

Partie B

7 Montrer que les séries de fonctions convergent normalement sur [ a ; +∞ [ pour
tout a > 0.

8 Utiliser une comparaison série-intégrale puis effectuer le changement de variable
affine u = tx.

9 Utiliser le théorème de comparaison série-intégrale du cours avec la fonction
β : x 7→ 1/

√
x+ 1.

10 Chercher un équivalent du terme général. Reconnaître ensuite un produit de Cau-
chy en écrivant e−nx = e−kxe−(n−k)x.

11 Exprimer g(x) en fonction de h(x) et majorer le reste de l’égalité par un o
x→0

(h(x)).

Partie C

12 Si A est infini, montrer que IA = ] 0 ; +∞ [.

13 Écrire Card (A(n)) =
n∑

k=0

ak

et reconnaître un produit de Cauchy dans la somme. Remarquons que l’hypothèse
A ∈ S est inutile dans cette question.

14 Utiliser l’inégalité 0 6
√
n− ⌊√n⌋ 6 1 pour tout n > 0.

15 Écrire v(n) = Card
(
{k ∈ [[ 1 ;n−1 ]]|(k, n−k) ∈ A1

2}
)

pour n ∈ N∗ et reconnaître
une nouvelle fois un produit de Cauchy.
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Partie D

16 Il y a une petite erreur d’énoncé : l’application L est en fait à valeurs dans l’espace
vectoriel des fonctions de ] 0 ; +∞ [ dans R.

18 Montrer que ∀p ∈ N ∆(ep) =
ℓ

p+ 1
= ℓ

∫ 1

0

ep(t) dt

et étendre le résultat aux polynômes par linéarité. Appliquer ensuite le théorème
de Weierstrass ainsi que le théorème de double limite pour prouver que cette
égalité reste vraie pour les fonctions continues.

19 Après avoir calculé ∆(g−) et ∆(g+) grâce à la question précédente, montrer que
1[ 0 ; a ] ∈ E1 à partir de l’égalité g− 6 1[ 0 ; a ] 6 g+ et de la question 16. Prouver
que les fonctions indicatrices 1{a}, 1[ a ; b ], 1[ a ; b [, 1] a ; b ] et 1] a ; b [ sont également
dans E1 et en déduire que les fonctions en escalier sont dans E1. Conclure comme
à la question 18.

20 Appliquer la question 19.

21 Considérer la suite (an)n∈N de la partie C, prouver qu’elle vérifie les hypothèses
de la partie D, puis utiliser la question 19 en remarquant que

Card (A(n)) =
n∑

k=0

ak

Exploiter ensuite la question 15 pour justifier que la suite (v(n))n∈N vérifie elle
aussi les hypothèses de la partie D.
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A. Une intégrale à paramètre

1 La fonction ψ : u 7→ e−u/
√
u est continue sur I comme quotient de fonctions

continues dont le dénominateur ne s’annule pas, donc intégrable sur tout segment.
Il reste à étudier l’intégrabilité de la fonction ψ en 0 et en +∞.

• D’une part, 0 6 ψ(u) ∼
u→0

1

u1/2

qui est intégrable en 0 puisque 1/2 < 1.

• D’autre part, u2ψ(u) = u3/2e−u −−−−→
u→+∞

0

par croissances comparées, donc ψ(u) = o
u→+∞

(u−2), puis ψ est intégrable

en +∞ par comparaison avec une intégrale de Riemann (2 > 1).

Finalement, La fonction ψ : u 7→ e−u/
√
u est intégrable sur I.

2 Définissons la fonction ϕx :





I −→ R

u 7−→ e−u

√
u(u + x)

et examinons les différents cas.

• Si x < 0, la fonction ϕx n’est pas définie en −x. Elle n’est donc pas continue
par morceaux sur I, elle ne peut donc pas être intégrable sur I.

• Si x > 0, la fonction ϕx est continue sur I en tant que quotient de fonctions
continues dont le dénominateur ne s’annule pas. De plus,

∀u > 0 0 6 ϕx(u) 6
1

x
ψ(u)

et u 7→ (1/x)ψ(u) est intégrable sur I d’après la question 1. Ainsi, par compa-
raison des fonctions positives, la fonction ϕx est également intégrable sur I.

• Si x = 0, 0 6 ϕx(u) ∼
u→0

1

u3/2

qui n’est pas intégrable en 0 car 3/2 > 1 (intégrale de Riemann). Par compa-
raison des intégrales positives, ϕx n’est donc pas intégrable en 0.

Par suite, La fonction F est définie sur I.

Remarquons que la question 3 donne un élément de réponse au problème
posé ici, en demandant de prouver que la fonction F est de classe C 1 sur I.

3 Définissons la fonction

ϕ :





I× I −→ R

(x, u) 7−→ e−u

√
u(u+ x)

et vérifions les hypothèses du théorème de dérivation des intégrales à paramètre.

• Soit x ∈ I. La fonction u 7→ ϕ(x, u) = ϕx(u) est continue et intégrable sur I
d’après la question précédente.
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Ce corrigé est proposé par Virgile Andreani (ENS Ulm) ; il a été relu par Julien
Dumont (Professeur en CPGE) et Jean-Julien Fleck (Professeur en CPGE).

Ce sujet d’informatique propose d’étudier la propagation des épidémies. Ses trois
parties sont indépendantes.

• La première partie, très classique, est l’occasion d’étudier un algorithme de
tri. Elle comporte quelques questions de difficulté croissante sur les bases de
données relationnelles.

• Dans la deuxième partie, il faut compléter un code permettant d’intégrer un
système d’équations différentielles modélisant la propagation d’une épidémie.
Le système est ensuite modifié pour introduire un retard, puis on passe à un
ensemble d’équations intégro-différentielles dont on doit calculer l’intégrale par
la méthode des rectangles.

• La troisième partie, un peu plus originale, propose d’ajouter des dimensions
spatiales au modèle, simulé cette fois-ci par un automate cellulaire non déter-
ministe.

Peu de programmation est demandée. Hormis une ou deux questions, le sujet
est d’une difficulté modérée ; il est accessible dès la première année de prépa. Les
réponses attendues sont souvent plus courtes que les questions. C’est un bon su-
jet d’entraînement pour s’assurer que l’on sait appliquer le cours sur des exemples
simples.
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Indications

Partie I

2 Raisonner par récurrence pour prouver l’invariant de boucle.

7 Il faut faire une jointure : associer les colonnes ayant la même signification entre
les tables.

Partie II

13 Itau est une information qui figure dans la liste XX.

14 Utiliser XX pour calculer la valeur de l’intégrale, inutile de modifier la fonction f.

Partie III

17 Il existe deux manières de répondre à cette question, l’une est plus efficace que
l’autre et serait probablement valorisée lors de la correction.

20 Attention à faire en sorte que la mise à jour de toutes les cellules soit simultanée :
on ne doit pas appeler la fonction est_exposee sur une grille partiellement mise
à jour.

21 L’énoncé demande ici les proportions de cases dans les différents états et non pas
leur nombre comme précédemment.
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I. Tri et bases de données

1 Lors de l’itération i de la boucle for, l’élément i de la liste de départ est des-
cendu jusqu’à sa place dans la liste triée constituée des i+ 1 premiers éléments. Par
conséquent, le contenu de la liste évolue de la manière suivante :

• Début de la fonction : [5, 2, 3, 1, 4] ;

• Fin de l’itération i = 1 : [2, 5, 3, 1, 4] ;

• Fin de l’itération i = 2 : [2, 3, 5, 1, 4] ;

• Fin de l’itération i = 3 : [1, 2, 3, 5, 4] ;

• Fin de l’itération i = 4 : [1, 2, 3, 4, 5] ;

• Sortie de la fonction : [1, 2, 3, 4, 5].

Vous aurez sûrement reconnu le tri par insertion !

2 Soit P(i) la propriété

La liste L[0:i+1] est triée par ordre croissant à l’issue de l’itération i.

On va montrer par récurrence sur i que P(i) est vraie pour tout i ∈ [[ 1 ;n− 1 ]].

• Lors de la première itération, i = 1 donc la valeur du deuxième élément de la
liste est affectée à x. Deux cas sont alors possibles : soit L[0] > x et le corps de
la boucle while est effectué une seule fois, ce qui a pour effet d’échanger L[0]
et L[1]. Soit L[0] 6 x et le corps de la boucle n’est jamais exécuté. Dans les
deux cas, les deux premiers éléments de la liste se retrouvent triés par ordre
croissant à la fin de la première itération, ce qui satisfait P(1).

• P(i− 1) =⇒P(i) : P(i − 1) nous permet de considérer que les i premiers
éléments de L (soit de 0 à i− 1 inclus) sont triés à la fin de l’itération i− 1, et
donc également au début de l’itération i. On peut alors distinguer deux cas :

– L[i] est supérieur ou égal à tous les éléments de L[0:i]. Dans ce cas, le
programme n’entre pas dans la boucle while puisque sa deuxième condi-
tion est fausse, et l’affectation de la ligne 9 ne fait que remplacer L[j]

par lui-même puisque j est toujours égal à i. La liste L[0:i+1] est par
conséquent elle aussi triée.

– Il existe au moins un élément de L[0:i] strictement supérieur à L[i].
La boucle while est exécutée et, à sa sortie, on sait que L[i] < L[j]

(la condition de la boucle était vraie à l’itération précédente), et que soit
j = 0, soit L[j-1] 6 L[i] (la condition de la boucle est fausse). Comme
tous les éléments de L d’indices compris entre j et i − 1 avant la boucle
ont été décalés d’un cran vers la droite, la place est libre en L[j] pour
accueillir l’ancien L[i]. La liste L[0:i+1] est donc également triée.

Par conséquent La propriété P(i) est un invariant de boucle.

La dernière itération correspond à i = n− 1, ainsi P(n − 1) assure que la liste
L[0:n], donc toute la liste, est triée.

Une manière mathématiquement équivalente mais un peu plus succincte
de démontrer le cas de base de la récurrence aurait été de partir de P(0) :
bien que l’itération i = 0 ne soit pas explicite dans le code, elle correspond à
l’état de la liste au début de la fonction, avant la première itération. La liste
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L[0:1] ne contient qu’un seul élément, on peut donc la considérer comme
triée. Donc P(0) est vraie.

Par ailleurs, cela n’était sûrement pas demandé (la démonstration est
assez longue ainsi), mais pour être complet, on aurait dû démontrer deux
propriétés supplémentaires. D’une part, que l’on indice toujours la liste L

dans les limites de sa taille et d’autre part que la fonction change uniquement
l’ordre des éléments et pas leur valeur. Concernant cette dernière propriété,
l’énoncé commet un abus par hypothèse implicite en invitant à déduire de
P(n) la conclusion que tri(L) trie, au sens de l’énoncé, la liste L. En effet,
cette condition, bien que nécessaire, n’est pas suffisante : imaginons que la
boucle for écrase progressivement chaque élément de L avec son premier
élément : P(i) est toujours vraie pour tout i, la liste finale est bien triée
puisqu’elle ne contient que n copies de son premier élément, mais elle n’a
plus rien à voir avec la liste initiale. Il est donc nécessaire de démontrer
également la propriété Q(i) :

À l’issue de l’itération i, la liste L[0:i+1] contient
les mêmes éléments qu’au début de la fonction.

Cette démonstration, à faire également par récurrence, est laissée en exercice
au lecteur !

3 À taille de liste fixée, seul le corps de la boucle while est exécuté un nombre
variable de fois. Dans le meilleur cas, cette portion de code n’est jamais exécutée :
c’est ce qui se passe pour les listes déjà triées. En définissant la complexité de cet
algorithme par le nombre de comparaisons entre éléments de la liste qu’il effectue,
on trouve dans le meilleur cas que celui-ci est égal à n− 1 (une par itération de for,
dans la condition du while), par conséquent

Le meilleur cas, obtenu pour les listes déjà triées, est linéaire (O(n)).

Dans le pire cas, la boucle while s’exécute le maximum de fois à chaque itération,
soit i fois à l’itération i. C’est ce qui se passe lorsque L est initialement triée dans
l’ordre décroissant. Le nombre de comparaisons d’éléments de la liste est alors

1 + 2 + · · ·+ (n− 1) =
n−1∑
i=1

i =
n× (n− 1)

2

Le pire cas, celui des listes triées dans l’ordre inverse, est quadratique (O(n2)).

Le tri fusion a une complexité quasi-linéaire en O(n logn) dans le meilleur
comme dans le pire cas.

Attention à ne pas citer le tri rapide, qui, bien que quasi-linéaire en moyenne,
est quadratique dans le pire cas.

4 On dispose déjà d’une fonction de tri, il suffit de l’adapter très légèrement pour
effectuer la comparaison sur le deuxième élément de chaque liste. On reprend donc
entièrement le code de tri en modifiant seulement la condition du while :

def tri_chaine(L):

n = len(L)

for i in range(1, n):

j = i
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Ce corrigé est proposé par Benjamin Monmege (Enseignant-chercheur à l’univer-
sité) ; il a été relu par Vincent Puyhaubert (Professeur en CPGE) et Guillaume Batog
(Professeur en CPGE).

Ce sujet est composé de deux parties indépendantes abordant le graphe du Web
puis les automates probabilistes. Il est d’une longueur raisonnable, même si les nom-
breuses questions de programmation réclament du sang-froid pour être résolues le
plus rapidement possible.

• La première partie contient exclusivement des questions de programmation et
de complexité. Après le codage de fonctions très classiques sur les listes, l’énoncé
expose comment se calcule le score de Pagerank de pages web, celui qui est
utilisé par le moteur de recherche Google. On s’intéresse à un sous-graphe
des pages web issues d’une même URL source. Ce graphe est parcouru en
largeur puis en profondeur. De ce parcours, appelé crawl, on extrait une matrice
d’adjacence des hyperliens reliant les pages visitées. Cette matrice est à la
base du calcul du score. Ce dernier représente la probabilité qu’un « surfeur »
aléatoire visite une certaine page web en supposant qu’il peut soit avancer de
page en page via les hyperliens, soit sauter à une page web choisie aléatoirement
de façon uniforme. Le score est finalement calculé à l’aide de multiplications de
matrices de probabilités.

• Dans la seconde partie, les automates finis sont enrichis de probabilités. Contrai-
rement aux automates finis qui décrivent des langages de mots finis (un mot u
est-il accepté ou non ?), les automates probabilistes associent à un mot fini u
une probabilité dans [ 0 ; 1 ]. Les automates probabilistes sont une généralisation
des chaînes de Markov ; ils sont notamment utilisés pour le traitement des lan-
gues naturelles et la traduction automatique. Introduits par Michael O. Rabin
en 1963, les langages qu’ils décrivent sont dits stochastiques : une fois fixé un
seuil η ∈ [ 0 ; 1 [, un tel langage contient tous les mots u dont la probabilité d’être
reconnu par l’automate probabiliste est strictement supérieure à η. En parti-
culier, le sujet propose de prouver que tout langage rationnel est stochastique,
puis étudie un cas particulier d’automate probabiliste qui montre l’existence
d’un langage stochastique non rationnel.

Les deux parties font appel aux probabilités. La première contient des questions
très classiques de programmation (tri fusion, parcours en profondeur et en largeur)
traitées avec la structure de dictionnaire (introduite dans le sujet). La seconde est plus
originale. Signalons que les questions 13 et 22 demandent un raisonnement non trivial,
à base de récurrence, et que la dernière demande une preuve technique originale.
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Indications

Partie 1

1 Utiliser l’opérateur @ permettant de concaténer deux listes.

2 Adapter l’algorithme vu en cours au cas d’un tri par ordre décroissant de la
seconde composante de chaque couple.

4 Estimer la complexité du traitement d’un élément de la liste en majorant la taille
du dictionnaire utilisé.

5 Exécuter un parcours en largeur à l’aide d’une file, qu’on pourra implémenter
à l’aide d’une liste : les éléments sont insérés en fin de liste et extraits en tête
de liste.

6 Modifier la fonction de la question 5 pour obtenir un parcours en profondeur à
l’aide d’une pile, plutôt qu’une file.

7 Construire la liste l ainsi qu’un dictionnaire associant à chaque URL sa position
dans la liste à l’aide des fonctions unique et aplatir. Pour connaître la position
d’une URL dans la liste, utiliser la fonction valeur.

8 Transformer un entier en flottant à l’aide de la fonction float_of_int. Penser à
utiliser les opérateurs flottants, suffixés d’un point.

10 Commencer par coder une fonction calculant la distance, au sens de la norme 1,
entre deux vecteurs.

11 Calculer la liste des URL du crawl ainsi que le vecteur de score de Pagerank
associé à l’aide des fonctions construit_graphe, surf_aleatoire et pagerank.
Associer chaque score à son URL puis utiliser la fonction tri_fusion.

Partie 2

13 Prouver par récurrence sur la longueur des mots u ∈ Σ∗ que la somme des pro-
babilités des chemins pour u est égale à 1. Pour l’hérédité, écrire u = u′α avec
α ∈ Σ. Décomposer alors chaque chemin pour u en un chemin pour u′ puis une
transition d’étiquette α.

18 Pour tout langage rationnel, considérer un automate déterministe complet le re-
connaissant et l’interpréter comme un automate probabiliste.

22 Inférer à partir des questions 20 et 21 la valeur de Pr(α1α2 · · ·αn) en fonction du
mot αn · · ·α2α1.

24 Montrer que si 0 6 η1 < η2 < 1, alors Lη2
(A1) ( Lη1

(A1). Conclure en observant
qu’il n’y a qu’un nombre dénombrable de langages rationnels.
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1. Graphe du Web

1 Aplatissons la liste de couples [(x1, lx1
); . . . ; (xn, lxn

)] à l’aide d’une fonction ré-
cursive qui parcourt de gauche à droite la liste et concatène les unes aux autres les
listes de premier élément xi et de reste lxi

.

let rec aplatir = function

| [] -> []

| (x,l)::liste -> (x::l)@(aplatir liste);;

On peut profiter de la fonction flat_map dans cette question. En effet, cette
fonction, de type (’a -> ’b list) -> ’a list -> ’b list, associe à une
fonction f de type ’a -> ’b list et une liste [l1 ; ... ; ln] d’éléments
de type ’a, la liste (f l1) @ (f l2) @ ... @ (f ln). On obtient alors
l’implémentation suivante :

let aplatir liste = flat_map (fun (x,l) -> x::l) liste;;

2 Afin de coder la fonction tri_fusion, introduisons d’abord deux fonctions auxi-
liaires. Tout d’abord, la fonction diviser de type ’a list -> ’a list * ’a list

prend en argument une liste et la scinde en deux listes de tailles identiques à une
unité près. Elle est implémentée de façon récursive en isolant le cas des listes conte-
nant zéro ou un élément.

let rec diviser = function

| [] -> [],[]

| [a] -> [a],[]

| a::b::l -> let (l1,l2) = diviser l in (a::l1,b::l2);;

Ensuite, la fonction fusionner de type (’a * ’b) list -> (’a * ’b) list ->

(’a * ’b) list prend en arguments deux listes supposées triées par ordre décrois-
sant suivant la valeur de la seconde composante de chaque couple et les fusionne.
Elle est aussi implémentée de manière récursive.

let rec fusionner l1 l2 =

match (l1,l2) with

| [],_ -> l2

| _,[] -> l1

| (x1,y1)::q1, (x2,y2)::q2 ->

if (y1 >= y2) then (x1,y1)::(fusionner q1 l2)

else (x2,y2)::(fusionner l1 q2);;

L’opérateur infixe d’ordre >= est polymorphe en Caml. Ainsi, on pourra ins-
tancier la fonction fusionner, puis la fonction tri_fusion, avec un type ’b

quelconque, par exemple le type int des entiers ou le type string des chaînes
de caractères. Dans ce dernier cas, l’ordre utilisé est l’ordre lexicographique.

Finalement, la fonction récursive tri_fusion traite trivialement le cas d’une liste
d’au plus un élément et trie une liste plus grande en la divisant, puis en fusionnant
le résultat des appels récursifs aux deux sous-listes ainsi obtenues.
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let rec tri_fusion = function

| [] -> []

| [a] -> [a]

| l -> let (l1,l2) = diviser l in

fusionner (tri_fusion l1) (tri_fusion l2);;

D’après le cours,

L’algorithme de tri par partition-fusion trie une liste
de taille n avec une complexité en O(n logn).

3 La fonction unique utilise un dictionnaire qui associe à chaque chaîne de ca-
ractères rencontrée jusqu’alors sa position dans la liste liste′ en train d’être créée.
Pour retenir la position courante, utilisons une référence valeur, initialisée à 0.
Puisque la fonction d’ajout dans le dictionnaire renvoie le nouveau dictionnaire mo-
difié, on stocke le dictionnaire dans une référence également. Une fonction auxiliaire
récursive parcourir, de type string list -> string list, permet de parcourir
de droite à gauche la liste donnée en entrée et de renvoyer la liste liste′ contenant
ses chaînes distinctes. Pour chaque élément, s’il n’est pas déjà contenu dans le dic-
tionnaire (ce que teste la fonction contient), il est ajouté au dictionnaire (grâce à
la fonction ajoute) en lui associant la valeur courante, puis celle-ci est incrémentée.
Dans tous les cas, le reste de la liste est traité à l’aide d’un appel récursif.

let unique liste =

let dict = ref (dictionnaire_vide ()) and valeur = ref 0 in

let rec parcourir = function

| [] -> []

| s :: q -> if (contient s !dict)

then parcourir q

else ( dict := ajoute s !valeur !dict;

incr valeur;

s::(parcourir q) )

in let l = parcourir liste in (l, !dict);;

Contrairement aux apparences, la dernière ligne de cette fonction n’est pas
équivalente à

in (parcourir liste,!dict); ;

En effet, l’exécution de cette version modifiée renverrait à chaque fois un
dictionnaire vide en deuxième élément de la paire. Ceci s’explique par le
fait qu’en Caml, le code d’une paire est exécuté de droite à gauche : ici, le
dictionnaire serait donc renvoyé avant même l’appel à parcourir.

4 Considérons une liste liste de taille n contenant m chaînes de caractères dis-
tinctes. Lors de l’exécution de la fonction unique, et plus précisément de la fonction
auxiliaire parcourir, chaque chaîne de la liste est traitée indépendamment. À la fin
de l’exécution, le dictionnaire contient exactement m clefs correspondant aux chaînes
distinctes de liste. Ainsi, à tout moment, le dictionnaire contient moins de m clefs
et les fonctions contient et ajoute s’exécutent en temps O(logm). Pour chaque
chaîne de caractères de la liste, un test d’appartenance au dictionnaire courant est
réalisé. Lors de la première occurrence de cette chaîne, la chaîne est de plus ajoutée
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Ce corrigé est proposé par Tristan Poullaouec (Professeur en CPGE) ; il a été
relu par Émilie Liboz (Professeur en CPGE) et Benjamin Monmege (Enseignant-
chercheur à l’université).

Ce problème étudie les simplexes à coordonnées entières de Rn, qui généralisent
les triangles et tétraèdres en dimension supérieure. Ces objets géométriques sont
notamment utilisés en optimisation linéaire. L’énoncé est constitué de trois parties
mêlant algèbre linéaire et géométrie affine ; les deux premières sont indépendantes.

• La première partie porte sur les matrices à coefficients entiers. On prouve que
l’on peut, après multiplication par une matrice de GLn(Z), transformer toute
matrice inversible à coefficients entiers positifs en une matrice triangulaire in-
férieure à coefficients entiers positifs telle que, dans chaque colonne, le terme
diagonal soit le plus grand coefficient. La démarche employée n’est pas sans
rappeler l’algorithme du pivot de Gauss.

• La deuxième partie se consacre à l’étude des simplexes entiers de Rn. Ce sont
les polyèdres de Rn engendrés par n + 1 points entiers tels que les n vecteurs
reliant l’un des points aux autres soient linéairement indépendants. Après avoir
établi quelques propriétés générales, on minore le nombre de points entiers à
l’intérieur d’un tel simplexe à l’aide de son volume.

• Dans la troisième partie, on démontre qu’il n’existe, à une bijection près, qu’un
nombre fini de simplexes entiers ayant un nombre fixé de points entiers dans
son intérieur.

Le problème est d’une longueur raisonnable et ne manque pas d’intérêt. Hormis
une ou deux propriétés géométriquement évidentes mais délicates à justifier propre-
ment, il ne présente pas de difficulté technique ou conceptuelle majeure. Notons que
l’on admet deux théorèmes assez puissants pour démontrer les résultats essentiels,
ce qui rend la démarche quelque peu frustrante. Enfin, l’énoncé n’est pas exempt de
défauts : il comporte plusieurs fautes d’orthographe, des imprécisions et manques de
rigueur ; surtout, deux erreurs grossières ont certainement déstabilisé les candidats.
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Indications

Première partie

1.a Penser à faire intervenir la comatrice de M.

2.a Utiliser la question 1.b. Pour montrer que M ∈ GLn(Z), on pourra considérer
l’image de la base canonique de Rn par M et M−1.

2.b Il est plus simple de montrer que la propriété ii) équivaut à M(Zn) = Zn.

4.b Exprimer pgcd (a1, . . . , an) en fonction de a1 et de pgcd (a2, . . . , an), puis utiliser
le résultat de la question précédente.

5.b Prendre une des matrices dont l’existence est assurée par la question 4.

5.c Se servir du résultat de la question 3.

6 L’énoncé comporte une erreur : la condition sur les coefficients cij est en fait
0 6 cij < cjj pour 1 6 j < i 6 n.

Deuxième partie

7.a Pour la compacité, il suffit de vérifier que S est l’image d’un compact de Rn par
une application continue.

7.b Il est plus simple de montrer que S̊ est égal à

S ′ =
{
s0 +

n∑
i=1

ti(si − s0)
∣∣∣∣ ∀ i ∈ [[ 1 ;n ]], ti > 0 et

n∑
i=1

ti < 1

}

Commencer par établir que cet ensemble est ouvert, en utilisant la réciproque
de l’application rencontrée dans la question 7.a. Vérifier ensuite que les points
de S\S ′ ne sont pas des points intérieurs de S.

8.a Prendre un triangle rectangle compris entre les droites d’équations respectives
x = 0 et x = 1, par exemple.

8.b On peut chercher un tétraèdre compris entre les plans d’équations respectives
z = 0, z = 1, x = 0 et x = 1.

9.a Ne pas oublier que les intervalles sont les parties convexes de R.

9.b Comme 0 ∈ K̊, l’ensemble K contient une boule ouverte B(0, ε) pour un ε > 0.
En particulier, K contient un élément non nul.

9.c Considérer un élément de K de norme maximale.

10.a Pour la seconde partie de la question, on pourra s’intéresser à la limite de la

quantité Vol

(
λa

a+ 1
S
)

lorsque λ tend vers 1.

10.b Exprimer
(vi − vj)a
a+ 1

comme barycentre de vi et −avj .
10.c Montrer que la négation de la propriété conduit à l’alignement de trois points

de même norme.

Troisième partie

12 Montrer que l’application ϕ : x 7−→ Ax − b est bijective et que ϕ(Zn) = Zn en
utilisant la question 2.a.

13 L’énoncé comporte une erreur, il faut seulement prouver que S ′ ⊂ [ 0 ; cmax ]
n,

où cmax = max {c1, . . . , cn}. Pour cela, appliquer le résultat de la question 6 à
la matrice (s1 − s0| · · · |sn − s0) et considérer le simplexe S ′ = A(S) −As0.
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Première partie

1.a Notons Com(M) la comatrice de M ; comme M est inversible, son déterminant
est non nul et l’on a

M−1 =
tCom(M) / det(M)

Le déterminant des matrices carrées d’ordre n est un polynôme à n2 indéterminées
sur Z. Puisque la matrice M est à coefficients entiers, det(M) est aussi un entier.
De même, tous les déterminants extraits de M sont des entiers, donc Com(M) est à
coefficients entiers. Ceci entraîne que

Les coefficients de la matrice M−1 sont rationnels.

1.b Procédons par double implication.

• Supposons que la propriété i) est vraie. La matrice M−1 possède des coefficients
entiers, donc det(M−1) ∈ Z en utilisant l’argument de la question 1.a. Pour la
même raison, det(M) ∈ Z. Or,

det(M)× det(M−1) = det
(
MM−1

)
= det(In) = 1

donc les deux entiers det(M) et det(M−1) ont pour produit 1. Ceci signifie qu’ils
sont simultanément égaux à 1 ou à −1. Ainsi, la propriété ii) est vraie.

En effet, les seuls entiers admettant un inverse entier sont 1 et −1.
• Réciproquement, supposons que la propriété ii) est vraie. Comme det(M) = +− 1,

la matrice M−1 = +−
tCom(M) est alors à coefficients entiers.

Ainsi, M−1 ∈Mn(Z) ⇐⇒ det(M) ∈ {−1; 1}

2.a Prouvons dans un premier temps que si la matrice M appartient à GLn(Z),
alors M(Zn) = Zn.

Dans cette question, M(Zn) désigne implicitement {MX |X ∈ Zn }.
Supposons donc que la matrice M appartient à GLn(Z). En particulier, elle est à
coefficients entiers d’où

∀X ∈ Zn MX ∈ Zn

Ceci prouve que M(Zn) ⊂ Zn. De même, M−1 est à coefficients entiers d’après la
question 1.b, donc

∀Y ∈ Zn X = M−1Y ∈ Zn

soit ∀Y ∈ Zn ∃X ∈ Zn Y = MX

Ceci montre que Zn ⊂ M(Zn). De ce fait, M(Zn) = Zn.
Prouvons maintenant l’implication réciproque. Supposons donc que M(Zn) = Zn.

Notons (e1, e2, . . . , en) la base canonique de Rn : comme ei ∈ Zn, on a Mei ∈ Zn pour
tout i ∈ [[ 1 ;n ]]. Autrement dit, les colonnes de la matrice M appartiennent toutes
à Zn, si bien que M est à coefficients entiers.

La matrice M étant de plus inversible, la relation M(Zn) = Zn conduit alors
à M−1(Zn) = Zn. Le même raisonnement permet ainsi d’établir que M−1 est à
coefficients entiers. On déduit enfin de la question 1.b que det(M) = +− 1, ce qui
entraîne que M ∈ GLn(Z). Par conséquent,

M ∈ GLn(Z) ⇐⇒ M(Zn) = Zn
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2.b Grâce à la question 2.a, montrer l’équivalence des propriétés i) et ii) revient à
montrer que la propriété ii) équivaut à M(Zn) = Zn.

Supposons que M(Zn) = Zn. Pour tout vecteur colonne T = (t1, t2, . . . , tn) de Rn,

on a
n∑

i=1

tixi = MT car les xi sont les vecteurs colonne de la matrice M. De ce fait,

P = {MT |T ∈ [[ 0 ; 1 ]]n }. Pour un tel vecteur T ∈ [[ 0 ; 1 ]]n, on a

MT ∈ Zn ⇐⇒ MT ∈ M(Zn)

⇐⇒ MT = MX avec X ∈ Zn

⇐⇒ T = X ∈ Zn car M est inversible

MT ∈ Zn ⇐⇒ T ∈ {0, 1}n

Les seuls points entiers de P sont donc les
n∑

i=1

εixi, avec εi ∈ {0, 1} pour tout

i ∈ [[ 1 ;n ]]. Ceci signifie que la propriété ii) est vraie.

Supposons maintenant que la propriété ii) est vraie. Par conséquent, les
n∑

i=1

εixi,

où εi ∈ {0, 1} pour tout i ∈ [[ 1 ;n ]], sont des points entiers. En particulier, xi ∈ Zn

pour tout i ∈ [[ 1 ;n ]]. Les vecteurs colonne de la matrice M sont ainsi à coefficients
entiers, ce qui prouve que M ∈Mn(Z). Il s’ensuit que M(Zn) ⊂ Zn.

Pour montrer l’inclusion réciproque, raisonnons par l’absurde et supposons qu’il
existe un vecteur Y ∈ Zn tel que Y /∈ M(Zn). La matrice M étant inversible, on
peut définir le vecteur X = M−1Y, qui vérifie alors Y = MX et X /∈ Zn. Notons X1

le vecteur obtenu en prenant les parties entières des coordonnées du vecteur X et
X2 = X−X1. On a ainsi X1 ∈ Zn et X2 ∈ [ 0 ; 1 [ n.

• Si X2 ∈ Zn, on a X = X1 + X2 ∈ Zn. Comme X /∈ Zn, on en déduit par
contraposée que X2 /∈ Zn.

• De plus, comme M est dans Mn(Z), on a

MX2 = M(X−X1) = MX−MX1 = Y −MX1 ∈ Zn

Ceci contredit la propriété ii) puisque MX2 est un point entier de P tandis que X2

n’est pas entier. On a ainsi prouvé par l’absurde l’inclusion réciproque Zn ⊂M(Zn).

En conclusion,

M ∈ GLn(Z) si, et seulement si, les points entiers du parallé-

lépipède P =

{
n∑

i=1

εixi | ∀ i ∈ [[ 1 ;n ]], ti ∈ [ 0 ; 1 ]

}
sont exacte-

ment les 2n points
n∑

i=1

εixi, où εi ∈ {0, 1} pour tout i ∈ [[ 1 ;n ]].

3 D’après le cours,

La multiplication à gauche d’une matrice par la matrice de transvec-
tion Tij(α) = In+αEij remplace sa ligne Li par Li+αLj et laisse les
autres lignes inchangées. La multiplication à droite remplace sa co-
lonne Cj par Cj + αCi et laisse les autres colonnes inchangées.

Ce résultat de première année se retrouve aisément à l’aide de la défini-
tion du produit matriciel. Notons M = (mkℓ) et Tij(α) = (tkℓ) ∈ Mn(R).
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Ce corrigé est proposé par Walter Appel (Professeur en CPGE) ; il a été relu par
Sophie Rainero (Professeur en CPGE) et Guillaume Batog (Professeur en CPGE).

Le but de ce problème est d’étudier une marche aléatoire à pas toujours posi-
tifs, c’est-à-dire la suite (Sn)n∈N

des sommes partielles d’une série
∑

Xn de variables
aléatoires positives, indépendantes et identiquement distribuées. Notamment, on s’in-
téresse à la variable aléatoire N(a, b) égale au nombre de sommes partielles se trou-
vant entre a et b, et on montre que, sous certaines hypothèses, les sommes partielles
ont asymptotiquement tendance à l’équirépartition, c’est-à-dire que N(x, x+ ℓ) tend
vers ℓ/E(X) quand x tend vers +∞.

• Dans la première partie, on établit, par des procédés élémentaires (mais pas tou-
jours faciles !) de probabilités, une majoration uniforme de E

(
N(a,b)

)
. Cette par-

tie est abordable dès que l’inégalité de Bienaymé-Tchebychev a été vue en cours.

• Dans la deuxième partie, on définit la fonction

Lg(x) =
∞∑
k=0

E
(
g(x− Sk)

)

(où g est positive, bornée et à support borné), qui a la propriété d’être égale
à E

(
N(x − ℓ, x)

)
lorsque g = 1[ 0 ; ℓ ]. On montre alors que cette fonction est

l’unique solution bornée, nulle sur R−, de l’équation fonctionnelle

f(x) = g(x) +
∞∑
i=0

P (X1 = xi) f(x− xi) (E)

où {xi | i ∈ N} est l’ensemble des valeurs prises par X. On vérifie enfin que,
si g est de classe C 1, alors Lg est bornée et uniformément continue, grâce à la
majoration uniforme de la partie 1.

• L’ensemble des valeurs prises par l’ensemble des Sn étant stable par addition,
la troisième partie est consacrée à des propriétés générales de tels ensembles.
Cette partie ne nécessite que très peu de connaissances, mais requiert de réflé-
chir calmement. Elle est indépendante des deux parties précédentes.

• La quatrième partie est consacrée à l’étude asymptotique de E
(
N(x, x + ℓ)

)

quand x → +∞, dans le cas où P(X ∈ dZ) < 1 pour tout réel d > 0. Elle de-
mande de bien avoir en tête l’ensemble des résultats démontrés, et fait appel à
de nombreux raisonnements fins d’analyse (en revanche, il n’y a pas de proba-
bilités, sauf à une seule question). Les dernières questions sont plus délicates,
d’autant que certaines imprécisions ou erreurs d’énoncé pouvaient perturber
les candidats.

Voici donc un problème à la fois intéressant, original (très original), long (très,
très long) et difficile, mêlant intimement la théorie des probabilités à celle des séries
de fonctions.
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Indications

Première partie

1a Les trois propriétés se montrent de manière élémentaire, sans que les deux
dernières se « déduisent » des premières.

1b Se ramener à l’inégalité de Bienaymé-Tchebychev.

2 Écrire le membre de droite comme une double somme et invoquer le théorème
de Fubini pour les familles positives pour permuter ces sommes.

3a On peut utiliser l’inégalité de Markov pour la variable positive e ℓ−Sn .

3b Utiliser le résultat de la question 2.

Deuxième partie

4b Utiliser le fait que E

(
∞∑
k=0

g(x− Sk)

)
=

∞∑
k=0

E
(
g(x− Sk)

)

La démonstration de cette propriété est assez délicate.

4c Utiliser la majoration 0 6 g 6 ‖g‖∞ 1[ 0 ; K ].

5 Utiliser la formule de transfert pour ϕ(X,Y).

6a Montrer que
∞∑
i=0

pi fn(x− xi) =
n∑

k=0

E
(
g(x−X− Sk)

)

puis le fait que Sk +X a même loi que Sk+1.

6b La convergence normale de la série des x 7→ pi fn(x − xi) autorise l’usage du
théorème de la double limite.

7a Procéder par récurrence en utilisant la question 5.

7b Vérifier que
∣∣h(x)

∣∣ 6 E
(
|h(x− Sn)|

)
6 ‖h‖∞ P (Sn 6 x).

8c Écrire f(x) sous la forme d’une double somme et invoquer le théorème de Fubini.
Enfin, appliquer le résultat de la question 4b pour g = 1[ 0 ; K ].

9c Appliquer la même méthode qu’en 8c pour montrer que f ′ est bornée, et celle
du 9b pour l’uniforme continuité.

Troisième partie

10a Légère erreur d’énoncé, il faut prendre n ∈ N∗.

11b Tout élément de ]na+ kd ;na+ (k + 1)d [ est à distance strictement inférieure
à d/2 d’une des bornes de l’intervalle.

11c Choisir le plus petit entier n0 tel que n0d > a, et montrer que

n0a+ (n0 − 1)d 6 (n0 + 1)a < n0a+ n0d

11d Soit x ∈ Λ. Noter n = ⌊x/a⌋, r = x− na et k = ⌊r/d⌋, et montrer

na+ kd 6 x < na+ (k + 1)d

Utiliser ensuite la question 11b quand x est suffisamment grand ; dans le cas
général, considérer un multiple de x suffisamment grand.
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Quatrième partie

13a Montrer que h(0) =
∞∑
i=0

qi h(−yi) 6
∑
i6=j

qi h(0) + qj h(−x)

13b L’énoncé comporte ici une petite erreur, puisque ΛX contient le nombre 0, valeur
à supprimer de la définition de ΛX.

13c Appliquer la question 12b à x 7→ h(−x)− h(0).
13d Montrer que h atteint son minimum sur R− en un point a, et appliquer les

questions 13a et 13c à x 7−→ −h(a+ x).

14c Dans la formule ξk(t) = g′(t+ tk) +
∞∑
i=0

pi ξk(t− xi)

remarquer que la série converge normalement et appliquer le théorème de la
double limite. Appliquer ensuite les résultats des questions 13a à 13d.

14d Utiliser le théorème d’intégration d’une suite de fonctions uniformément conver-
gente sur un intervalle de largeur L, et en déduire que |c|L 6 2‖f‖∞.

15a L’énoncé comporte quelques petites erreurs : notamment, il semble préférable
de montrer

∫ +∞

−∞

g(t)
(
µ(t+ ℓ)− µ(t)

)
dt = 0

ce qui est confirmé par la version du sujet mise en ligne par l’École polytech-
nique, et qui diffère sur quelques points du sujet distribué en réalité.

15b S’il existe x et ℓ tels que µ(x+ ℓ)−µ(x) 6= 0, construire une fonction g positive,
nulle sauf sur un voisinage de x, et de classe C 1, pour obtenir une contradiction.

16b Nouvelle petite erreur : faire comme si g0 était élément de F .

17 Pour toute suite (tk)k∈N
vérifiant (P), on sait que f(tk) → ℓ =

1

E(X)

∫ +∞

−∞

f .

Montrer par l’absurde que f tend vers ℓ en l’infini en construisant une suite
de terme général f(tk) qui converge vers une autre limite (on n’oubliera pas
que l’image de f est bornée et que de toute suite bornée on peut extraire une
sous-suite convergente).

18 Appliquer le résultat de la question 17 à la fonction g = 1[ 0 ; ℓ ].
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I. Première partie

Signalons, avant de commencer, que l’énoncé ne précise pas que les xi sont
deux à deux distincts, mais que c’est bien l’hypothèse naturelle à prendre ici.

1a Remarquons avant toute chose que, pour tout ω ∈ Ω, la suite
(
Sn(ω)

)
n>0

est
strictement croissante, car les Xn sont à valeurs dans ] 0 ; +∞ [.

Soit ℓ > 0 fixé ; soit n un entier naturel.
Soit ω un élément de Ω tel que N(0, ℓ)(ω) = n+ 1. Alors les n+ 1 indices k tels

que 0 6 Sk(ω) 6 ℓ ne peuvent être que les premiers de la suite, c’est-à-dire que

0 = S0(ω) < S1(ω) < · · · < Sn(ω) 6 ℓ < Sn+1(ω) (1)

Notamment, ω ∈ (Sn 6 ℓ < Sn+1).
Réciproquement, si ω ∈ (Sn 6 ℓ < Sn+1), les inégalités (1) ont lieu, ce qui montre

que N(0, ℓ)(ω) = n+ 1.

(
N(0, ℓ) = n+ 1

)
= (Sn 6 ℓ < Sn+1)

De la même façon, l’inégalité Sn(ω) 6 ℓ implique qu’il y a au moins n+1 sommes
partielles entre 0 et ℓ ; réciproquement, dire qu’il y a au moins n+1 sommes partielles
entre 0 et ℓ implique que la somme d’indice n est dans l’intervalle [ 0 ; ℓ ].

(Sn 6 ℓ) =
(
N(0, ℓ) > n+ 1

)

Enfin, si la somme partielle d’indice n vérifie Sn > ℓ, alors, par stricte croissance,
toutes les sommes partielles d’indice supérieur à n+ 1 sont strictement plus grandes
que ℓ ; ainsi N(0, ℓ) vaut, au maximum, n+ 1.

(Sn > ℓ) ⊂
(
N(0, ℓ) 6 n+ 1

)

1b Soit n > 1. Soit ε > 0. Par linéarité de l’espérance, E(Sn) = nE(X) = nm.
(Rappelons en effet que deux variables ayant même loi ont même espérance et, plus gé-
néralement, mêmes moments.) Par indépendance mutuelle, les variances s’ajoutent :

V(Sn) = V(X1) + · · ·+V(Xn) = nV

Majorons P(Sn 6 n(m− ε)) = P(Sn −mn 6 −nε) 6 P
(
|Sn −mn| > nε

)

Puisque Sn admet une variance, utilisons l’inégalité de Bienaymé-Tchebychev :

P
(
|Sn −mn| > nε

)
= P

(∣∣Sn − E(Sn)
∣∣ > nε

)
6

V(Sn)

(nε)2
=

V

n ε2

Conclusion : P(Sn 6 n(m− ε)) 6 V

n ε2

2 D’une part, la variable aléatoire Y admet une espérance, c’est-à-dire que la série
positive

∑
n P (Y = n) converge et a pour somme E(Y). D’autre part, la série

∑
k>1

1[ 0 ;n ](k) P(Y = n)
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Ce corrigé est proposé par Vincent Puyhaubert (Professeur en CPGE) ; il a été
relu par Cyril Ravat (Professeur en CPGE) et Julien Dumont (Professeur en CPGE).

Dans cette épreuve, on s’intéresse au problème de la coupe minimale, présenté
sous la forme d’un problème de répartition d’individus par affinités. Plus précisé-
ment, il s’agit de répartir un ensemble de n personnes en deux groupes de manière
à minimiser le nombre de liens d’amitiés entre membres de groupes opposés. Il est
composé de quatre parties. La troisième partie utilise les fonctions des deux parties
qui la précèdent, mais on peut très bien la traiter sans avoir réussi à implémenter les
fonctions en question.

• La première partie présente une notion de réseau social et demande l’écriture
de fonctions pour manipuler cette structure de données. Elle est utilisée pour
modéliser les liens d’amitiés entre les individus. Sous des termes imagés, il s’agit
ni plus ni moins d’algorithmique de graphes non orientés, et les questions sont
relativement élémentaires.

• La deuxième partie implémente une structure pour représenter une partition
de l’ensemble [[ 1 ;n ]]. Il s’agit d’une implémentation bien connue qui porte le
nom d’union-find. L’énoncé l’utilise pour modéliser les groupes d’amis au sein
du réseau social. Les fonctions demandées permettent de déterminer si des
individus sont amis et de fusionner des groupes d’amis.

• La troisième partie utilise les deux structures de données précédentes pour écrire
un algorithme qui calcule une coupe du réseau social, avec une forte probabilité
que celle-ci soit minimale. L’énoncé décrit lui-même l’algorithme, si bien qu’il
ne s’agit plus que de traduire le pseudo-code en langage Python.

• Enfin, la dernière partie, totalement indépendante du reste du sujet, pose
quelques questions sur les bases de données.

Comme bien souvent, cette épreuve est de grande qualité. La problématique est
intéressante et présentée de façon simple et attrayante. L’énoncé est clair et précis,
la difficulté des questions est très bien dosée pour une épreuve de deux heures. Il s’agit
donc d’un sujet à traiter en priorité parmi toutes les épreuves d’informatique qui
peuvent tomber aux différents concours.
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Indications

3 Il suffit de tester si la paire en question est égale à [i,j] ou [j,i].

4 Passer en revue tous les liens du réseau pour déterminer si l’un d’entre eux est
un lien entre i et j.

5 Il suffit d’ajouter une liste [i,j] au deuxième élément de la liste reseau.

6 Éviter d’utiliser sontAmis. Pour une complexité efficace, passer en revue tous les
liens du réseau et vérifier si l’un des individus du lien est i.

8 Dans une partition en singletons, chaque individu est son propre représentant.

9 On pourra utiliser la programmation récursive, en sachant que le représentant
d’un élément est lui-même s’il est son propre parent, sinon le représentant de son
père. La recherche peut également être rédigée en style impératif à l’aide d’une
variable qui prend les valeurs des parents successifs de l’individu de départ.

11 Considérer les instructions fusion(parent,0,i) pour i allant de 1 à n− 1.

12 En récursif, il suffit de rajouter une modification de tableau au programme de la
question 9. En impératif, on pourra commencer par établir la liste des parents
successifs de l’individu de départ, puis modifier le parent de chacun d’entre eux
une fois la liste terminée.

13 Utiliser une liste de n listes initialement vides (une pour chaque individu). Ajouter
alors l’indice de chaque individu dans la liste associée à son représentant, puis
éliminer les listes vides.

14 L’algorithme est entièrement décrit par l’énoncé. On pourra prévoir pour simpli-
fier l’écriture une fonction d’échange d’éléments dans une liste, une fonction pour
faire les fusions exigées à l’étape 5 de l’énoncé, et utiliser des variables locales
mises à jour régulièrement pour compter le nombre de groupes et le nombre de
liens non marqués.

15 Pour chaque lien, comparer les représentants des deux individus du lien et incré-
menter un compteur en conséquence.

17 Utiliser une jointure entre les deux tables basée sur la correspondance entre id

et id2.

18 On peut utiliser une jointure entre une sélection du type de celle de la question
16 et la table LIENS.
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I. Réseaux sociaux

1 Proposons les représentations reseauA et reseauB pour les réseaux A et B :

reseauA = [5, [[0,1], [0,2], [0,3], [1,2], [2,3]]]

reseauB = [5, [[0,1], [1,2], [1,3], [2,3], [2,4], [3,4]]]

Dans ces deux représentations, les listes représentant les liens d’amitiés sont
triées par ordre lexicographique croissant. C’est essentiellement pour vérifier
que l’on n’oublie personne, mais l’énoncé précise clairement que ce n’est pas
une obligation. Ainsi, n’importe quel ordre serait accepté dans la liste et dans
chaque couple (les listes [0,1] et [1,0] représentent le même lien).

2 S’il n’y a aucune relation d’amitié dans le réseau, c’est que la seconde liste de la
représentation est vide. Il suffit donc d’écrire la fonction suivante.

def creerReseauVide(n):

return [n,[]]

3 Cette fonction peut s’écrire de la façon suivante :

def estUnLienEntre(paire,i,j):

return (paire[0] == i and paire[1] == j) or \

(paire[0] == j and paire[1] == i)

Le test peut s’écrire un peu plus rapidement à l’aide de l’opérateur ==

qui fonctionne aussi pour tester l’égalité de deux listes. On peut donc écrire

def estUnLienEntre(paire,i,j):

return (paire == [i,j]) or (paire == [j,i])

Les paragraphes de la forme

if un_test:

return True

else:

return False

sont maladroits et à proscrire. Il n’y a rien d’incorrect en terme de syntaxe,
mais cela revient au même d’écrire en une ligne return un_test .

4 Il suffit de passer en revue toutes les paires de la seconde liste du réseau et de
vérifier s’il s’agit d’un lien entre i et j. Si c’est le cas au moins une fois, on termine
immédiatement l’exécution en renvoyant True, sinon on renvoie False à la fin de la
boucle. Cela peut s’écrire de la manière suivante :

def sontAmis(reseau,i,j):

for lien in reseau[1]:

if estUnLienEntre(lien,i,j):

return True

return False

Dans le pire des cas, il n’y a pas de lien entre i et j et il faut alors parcourir
toute la liste reseau[1] avant de conclure. Chaque étape de la boucle nécessite une
application de estUnLienEntre qui s’exécute en temps constant. Par conséquent,

La fonction sontAmis s’exécute en O(m) opérations élémentaires.
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La syntaxe « x in L » s’évalue en un booléen qui vaut True si et seulement
si l’élément x apparaît dans la liste L. On aurait pu envisager d’écrire

def sontAmis(reseau,i,j):

return ([i,j] in reseau[1]) or ([j,i] in reseau[1])

ce qui serait plus court et plus élégant en terme d’écriture. Toutefois, il y a de
grandes chances que cette écriture soit sanctionnée car ne respectant pas les
conditions de l’énoncé (qui donne une liste précise des intructions utilisables
sur les listes et interdit les autres).

5 Pour écrire cette procédure, on commence par vérifier s’il existe un lien entre i

et j. Si ce n’est pas le cas, il suffit d’ajouter [i,j] à la liste reseau[1].

def declareAmis(reseau,i,j):

if not sontAmis(reseau,i,j):

reseau[1].append([i,j])

L’utilisation de sontAmis nécessite dans le pire cas O(m) opérations élémentaires.
Le test est éventuellement suivi de l’ajout d’un élément dans une liste qui est une
opération de coût constant. Au final,

La procédure declareAmis s’exécute en O(m) opérations élémentaires.

6 L’utilisation de la fonction sontAmis pour chaque valeur de j dans [[ 1 ;n ]] est
coûteuse car elle nécessite de parcourir plusieurs fois la même liste reseau[1]. La so-
lution suivante est plus efficace car elle ne nécessite qu’un parcours :

• pour chaque élément de reseau[1], on cherche si l’un des deux éléments de la
liste est i ;

• lorsque c’est le cas, on ajoute l’autre élément à une liste initialement vide.

Cette fonction nécessite qu’il n’y ait qu’une seule liste représentant chaque
lien d’amitié dans reseau[1], ce qui semble être une hypothèse implicite
de l’énoncé. Sinon, on court le risque d’avoir des occurrences multiples d’un
même ami j dans la liste renvoyée.

La fonction décrite ci-dessus s’écrit de la façon suivante :

def listeDesAmisDe(reseau,i):

amis=[]

for lien in reseau[1]:

if lien[0]==i:

amis.append(l[1])

elif lien[1]==i:

amis.append(l[0])

return amis

Cette fonction parcourt une fois la liste reseau[1] et exécute pour chacun d’entre
eux au plus quatre opérations élémentaires. Par suite,

La fonction listeDesAmisDe s’exécute en O(m) opérations élémentaires.

Si l’on utilise la solution décrite initialement (vers laquelle les questions pré-
cédentes ont tendance à orienter le candidat), on utilise n− 1 fois la fonction
sontAmis de coût O(m). On obtient une solution de coût O(mn), ce qui est
moins efficace que la solution proposée et serait certainement sanctionné.


